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内 容 提 田 
本 书 旦 日 本 呈 波 -开店 让 肯 的 现代 上 永 用 数 举人 共性 之 一 的 中 趴 
本 。 从 书 韭 分 三 章 , 包 括 沪 性 代数 ， 群 复 基 硬 、 Joole 代数 ,有 限 
体型 琢 初步 和 有限 群 表 理 座 。 最 后 , 为 便 村 芒 省 对 有 限 群 表现 
葡 的 了 解 ， 另 下 抹 - 了 可. Zassenhavs: Tchrbneh der (ruppen 
tbeozje 一 韦 中 “ 右 限 计 慷 群 ” 部 鼻 作 为 附 订 。 本 书 可 供 沿 移 院 
楼 数学 秉 , 物 理 漆 师 生 作 夫 考 。 
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出 版 说 了 明 


这 一 套 书 是 根据 日 本 兰 波 书 店 出 眶 的 “现代 虎 用 数学 讲座 " 竹 
泽 而 友 。 日 廊 原 书屋 七 稚 60 册 , 分 成 A.B 两 组 , 各 车 有 序号 。 
现在 把 原来 局 一 是 日 分 成 两 册 或 三 册 的 加 以 合并 , 整理 蕊 刀 种 ， 
不 另 分 组 簿 号 , 陆 夸 翻 清册 版。 

这 套 书 涉及 的 年 很 广 ; 其 内 容 部 和 现代 科学 技术 密切 有 关 , 有 
一 定 参考 价值 。 每 一 本 书 收 集 的 赛 料 者 比较 丰富 , 而 叙述 皂 要 , 乱 
概 不 多 ,有 利于 疼 者 忆 较 短 时 间 学 所 有 关 学 科 的 主要 内 容 。 员 然 ， 
这 套 书 的 某 些 观 点 不 尽 适 合 于 我 国 的 情况 , 但 其 方法 可 供 套 考 。 
因此 , 翻 潜 由 县 这 一 套 书 ,对 我 国学 术 界 是 有 所 助 答 的 。 

由 于 日 交 原 书 是 1957 年 起 以 讲座 形式 陋 粳 出 版 的 ,写作 时 间 
和 第 幅 的 限制 不 可 避 况 地 会 影响 原作 者 浒 内 容 的 处 理 ， 为 了 足 可 
能 地 减少 这 种 影响 ,我 们 在 每 一 译本 中 , 特 请 筝 省 或 校 闭 者 氛 写 序 
或 后 记 , 以 介 阁 有 关 学 科 的 最 近 惨 展 状 况 , 关 对 对 书 办 容 作 一 些 评 
价 ;, 提 出 一 些 看 法 ,和 结 含 我 国情 况 补 充 一 琶 资 料 文献 ， 在 文人 内 过 于 
简 焉 或 不 足 的 地 方 添 如 了 必要 的 注释 和 改正 原 韦 中 存在 的 一 些 铺 
夫 。 和 希望 这 些 工作 能 对 著 者 有 所 帮助 。 

承志 翻 基 和 校 关 的 向 志 ,为 提高 书籍 的 质量 付 由 了 起 大 劳动 ， 
在 比特 致 以 诚 生 的 谢意 。 

欢迎 东 者 对 本 书 扣 出 批评 和 意见 。 


上 海 科学 技术 出 版 入 
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本 考 共 三 章 ， 所 和 你 述 的 各 是 代数 中 主要 的 着 日 是 应 用 广 泛 的 
部 分 ,重点 在 第 3 章 , 而 以 第 1 章 及 第 2 音 中 的 群 为 甚 基础。 当然 
第 1 童 厂 性 代数 也 是 应 用 极为 广泛 的 。 

本 韦 篇 幅 虽 然 不 多 ,但 轴 容 让 富 ,由 于 取材 适宜 , 魏 排 恰当 ,所 
以 重点 突出 , 有 条 不 康 。 全 书 立 足 点 高 , 抽象 性 强 , 育 证 严 , 对 其 
本 松 合 的 关 述 和 重要 定理 的 证 明 力求 详尽 ， 有 些 过 复 当 的 对 应 关 
系 且 另 用 图 式 识 朋 , 使 读者 易于 理解 ,有 此 重要 定理 及 式 式 在 交 中 
顺便 引出 面 不 另 加 芷 明 , 使 在 不 模糊 重点 之 下 ,又 便于 落 考 得 关公 
狐 , 这些 爷 是 本 书 之 上 长。 此外, 例题 卡 富 更 为 他 书 所 不 及 ,很 多 重 
要 性 质 是 通过 例题 炒 给 出 ,主要 演算 次 异 例 题 来 襄 明 ,其 重要 不 在 
系 受 命 盟 之 下 ,， 茂 者 不 可 树 易 放 寺 。 让 憾 的 是 例题 中 的 推导 和 演 
算 有 时 过 于 简略 , 惹 沪 者 不 容易 理解 。 尽 管 如 此 ,本 书 的 确 是 一 本 
好 韦 , 尤 其 对 应 用 数学 者 不 可 多 得 ,是 值得 介 癌 。 

第 工 章 粮 性 代数 , 洁 记 向量 空 凋 的 基本 概念 及 主要 性 质 ,区 壕 
Jordan 标准 形 , 最 后 分 述 二 妈 形 式 龙 Herinite 形式 ,举凡 鞠 狂 代 
数 方面 的 主要 理 答 及 基本 演算 方法 大 部 均 忆 具备 。 全 部 理 前 建立 
在 联 射 这 个 概念 之 上 ， 其 中 一 再 引用 到 8 的 用 短 陆 表现 映射 的 
旭 ; 果 ,希望 层 者 注意 。 第 2 总 介 娘 群 ，Boole 代数 ,有 限 体 ,简单 明 
了 ,但 痢 容易 什 会 ,不 必 届 加 解说 。 榴 仅 就 本 书 宇 要 部 分 第 8 章 有 
有限 群 的 表现 葵 , 苦 交 说 明 如 下 。 

在 8 25，26，27，28 等 节 中 讲述 铬 表现 , 表现 空 并, 不 变 子 宏 
疯 ， 可 和 匆 及 斌 绝 表 现 等 基本 概念 以 及 在 群 表 现 询 中 起 重要 作用 的 
基本 定理 : Schur 引 再 ， 并 证 明了 在 具有 办 积 的 向 量 实 间 中 有 限 


2 匡 考 序 
群 的 任意 故 现 是 尘 休 可 构 的 。 

在 $29, 80 中 烙 出 群 代数 的 定义 ， 由 季 得 到 在 限 群 的 具体 者 
现 , 即 正则 由 更 与 伴随 豆 现 。 

在 并 中 ,首先 引用 Sechur 引 理 挫 出 既 蜀 下 现 的 短 迪 元 素 间 
的 得 变 甘 系 , 由 此 导出 Burnside 定理 , 然后 在 和 82 中 引信 群 的 特 
征 标 慨 念 , 利用 特征 标的 性 质 特 别 两 个 表现 是 否 等 价 。 在 $38 中 
言论 了 群 代数 的 构造 问题 ， 利 用 特征 标的 冰 迹 关系 指甲 有 限 群 的 
蕊 构 表 现 都 在 正 妈 表现 中 出 现 。 放 明了 和 群 代数 与 年 陆 环 的 让 和 同 
构 , 引 大群 代 数 的 中 心 与 类 夯 数 的 概念 ,因而 推 担 了 群 的 斌 蒋 表 更 
(不 等 价 的 ) 的 个 数 等 于 辞 的 其 埋 类 的 个 数 ， 最 后 着 出 了 计算 3, 4 
阶 对 称 群 特征 标的 实际 例子 。 

8 34 中 讲述 群 的 查 积 下 更 ， 转 别 计 论 了 有 限 可 换 群 的 音 积 分 
解 及 可 换 群 与 亲 特 征 标 群 的 同 构 。§ 35 叙述 由 子 群 的 表现 购 造 群 
的 表现 的 上 契 法 ， 州 导 表 现 训 是 由 一 个 群 的 子 群 的 已 知 表 现 诡 导 出 
这 个 群 的 表现 ， 并 讨论 了 关于 遂 导 表现 的 Frobenins 的 们 瑟 律 。 

3 86 进一步 讨 某 群 特 征 标 的 性 质 ， 并 引用 代数 整数 座 的 各 廊 
与 特征 标的 韦 变 关系 证 明了 妍 料 表 现 的 般 数 是 群 的 阶 数 的 莉 数 ， 
苦 答 出 类 画 数 成 为 童 纯 特征 标的 必要 充分 条 件 。 

§ 37 继 统 讨论 群 代数 的 构造 ， 引 人 两 便 理 想 ， 最 小 左 ( 吝 ) 理 
想 , 算 等 元 与 让 昔 哮 等 元 等 概念 , 指出 解构 早 等 元 , 基 小 左 ( 碳 ) 理 
想 与 耳 葛 表现 的 关系 ,其 出 两 个 既 构 个 等 元 等 价 的 必要 充 修 条 作 。 
最 后 证 明 群 代数 的 理想 的 下 和 分 解 。 

在 888, 39, 40, 41 等 节 中 ， 详 嫌 时 论 了 对 和 你 群 的 表现 理论 。 
首先 B 弛 大 Young 罕有 琅 它 的 Young 对 称 子 , 指 测 了 对 称 子 是 谋 前 
吉 等 艺 ， 以 及 两 个 对 称 子 等 价 的 必要 充分 傈 件 是 洛 们 同 在 一 个 
Yonng 的 许 中 , 以 后 及 引入 标 淮 宪 的 概念 ,由 此 证 明 对 称 群 的 阶 
数 是 弃 构 表现 (不 等 价 的 ) 季 数 的 焉 方 和 ，、 寺 举 由 了 构造 对 称 群 表 


竣 者 部 外 
现 的 实际 磊 活 。 

#42， 两 节 介 绍 Weyl 基于 二 阶 对 称 妊 好 与 加 杂 间 量 安 
间 耻 上 上 一般 线性 变换 狂 GL(P) 在 直 积 空间 广 中 的 呈 林 刘 积 囊 
现 关 系 , 指出 让 楼 表现 是 完 双 可 物 的 , 并 且 宪 所 合 的 弃 移 表现 (不 
等 价 的 ) 与 行 数 小 于 就 等 于 zm 的 Young 的 台 一 一 对 应 ,其 中 每 个 
钱 葛 表现 的 重复 度 敌 于 上 进 所 对 应 的 Young 的 台 的 标准 将 的 个 
数 。 

这 半 办 容 已 如 上 壕 。 整个 理论 的 建立 是 以 群 代 激 为 燕 硕 , 寺 
将 群 代数 看 成 为 群 上 的 醒 数 环 ( 序 定义 域 是 群 的 一 切 豆 数 所 爸 戌 
的 四 )， 从 而 导出 了 和 群 的 正 出 表现 ， 以 及 把 表现 年 阵 中 的 元 素 看 成 
为 群 .上 醒 数 而 导出 了 Burnside 定 奸 , 品 特 征 标 为 类 艾 数 而 建立 
是 特征 标的 理 蓄 等 等 。 在 对 称 样 的 肖 现 理 葵 与 Weyl 理论 的 讨论 
中 也 大 时 不 引用 群 代数 。 因此, 际 $ 好 , 26, 27 中 所 了 述 的 一 些 基 
本 概念 之 他 ，§ 29，33，37 等 节 站 有 关 群 代数 的 定义 和 定理 的 部 
分 都 是 相当 重要 的 ， 因 为 这 些 浠 念 和 理 哈 不 仅 是 消 限 群 表 现 论 的 
基础 ， 大 且 在 无 妥 群 的 示 现 座 中 也 有 人 重 相合 义 。 

特别 是 对 于 对 称 群 的 裘 现 前 , 这 况 取 村 丰富 ， 分 迟 详 尽 ,在 现 
行 的 群 才 更 藉 书 竹 中 还 不 多 网 。 

最 后 ,由 于 一 般 黎 性 变换 群 合 有 直 交 变换 群 , 西 变 挽 群 等 其 他 
特殊 线性 空 换 群 ,因此 它 的 积 表现 恰 , 在 群 的 理 座 研究 中 非常 重 
要 。 另 一 方面, 这 个 理论 在 量子 力学 的 多 粒子 问题 中 地 有 重 改 应 
用 ， 后 面 介 和 了 Weyl 在 这 方面 的 成 果 。 人 Weyl 的 原著 (Qlassical 
group) 叙述 得 不 够 清楚 , 骏 泄 难 苞 , 经 过 本 书 整理 , 特 若是 在 群 代 
数 的 观点 下 来 赃 寻 论证 , 就 比 原 落 清楚 易 芒 了 。 让 对 需要 这 方面 
理 确 的 请 者 将 是 有 签 的 。 

在 本 飞 翻 译 过 程 中 ， 就 译 者 认为 较 难 末 解 的 地 万 作 了 一 些 注 
解 ,项 望 能 对 彻 访 者 有 疡 帮 助 。 殿 由 于 水 手 所 眼 , 挂 一 汗 万 瞩 及 错 


和 天 
认 之 处 在 所 难 竟 ,请 著 首 批评 指正 。 诗 稿 痊 管 和 交 同 志 ; 莹 和 贵 辐 
志 核 并 ,提出 了 很 多 宝贵 意见 ,此 外 萌 和 趴 同志 允 添 补 了 很 多 注解 
(时 别 在 第 8 意 ) , 恕 此 一致 放 。 

能 全 澶 164 和平 8 月 
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$1 向 量 及 纺 性 运算 


钱 数学 与 折 扑 学 在 全 天 辣 是 数学 中 请 天 的 基 祖 部门 之 一 。 本 
书 是 "现代 应用 数学 "中 作为 基 硼 的 氏 数 学 ， 孔 量子 万 掌中 所 需 用 
的 “ 群 表 现 论 为 月 标 。 对 于 作为 数学 而 展开 的 代数 学 的 各 个 部 门 
泪 然 不 能 广泛 地 都 加 忆 彼 进 。 但 是 所 谓 群 是 什么 , 它 的 琢 现 是 什 
么 , 象 这 样 一 类 问题 ,在 引进 时 当然 要 号 得 使 人 容易 理解 。 有 以 下 的 
狂 述 是 在 假定 访 者 已 通 虹 物 理 数 学 初步 (解析 几何 , 微 积分 、 错 单 
微分 方程 的 解法 及 其 在 力学 .上 的 应 用 洗 ) 的 前 种 下 进行 的 ,此 人 外 不 
再 有 洪 但 假定 《〈 和 项 望 芒 者 一 面 芒 一 面 好 好 考虑 其 中 相当 丰富 的 例 
子 ) 
首先 自 向 最 开始 ,学 过 力学 的 茂 者 可 能 知道 “有 考 向 与 大 小 的 
景 萎 之 向 晶 . 三 纵 空 商 的 向 量 人 w, 条 用 和 公关 坐标 , 可 以 用 二 个 分 
量 2 za Zs 米 发 东 (图 1) 。 和 必定 淮 标 系 已 确定 , 它 就 可 坊 成 
= (fry La Fa}, ‘1 .1) 


几 1 
-| ga } (1.2) 
Ts 


与 此 将 应 , (L. 才 的 右边 是 做 和“ 行 向 最 。 

慨 定 糙 定 一 个 向 量 和 与 一 个 数 ( 数 量 ) 入, 孝 未 “ww 的 入 信 ” ha 
这 个 向 景 就 确 避 了 了 。 假定 葵 定 两 个 向 量 w, 8， 丝 未 宅 们 的 “0” 
守 十 这 个 贸 量 岂 就 确定 了 。 它们 的 作法 想 息 者 已 知道 (图 1,2)。 
如 果 用 分 其 玉 束 达 , 当 人 用 引 .1) ,而 引用 


或 作为 “ 烈 向 量 " 竺 成 
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» 工 
eT (a) 
1 
(bb) 
图 1.1 图 1.2 
Y= 1 Vay Ys), {1.3) 
DE- (Mr AD3 ATs}, 1. 帮 
EF a Vs ys) ‘(1.5) 
因而 有 有 下面 的 在 算 规 即 成 过 : 
变换 律 
小 十 路 一 下 二 史 ， {1.0 
甘 合 律 
( 完 十 去) 十 各 一 密 十 (十 过) ， i 和. 六 


在 代数 学 中 ,这 种 “计算 (也 时候 运算 ,算法 ) 现 居 ”是 值得 重 辜 
的 。 对 数学 工作 考 来 说 ,这 不 只 足 祝 衣 耐 已。 例如 由 民 . 介 , (1.7) 
的 交换 和 容 与 类 合 律 就 能 够 得 到 如 下 桌 实 的 证 明 。 

(w+ + TE T= 
= (2 十 加) = …， 

这 就 是 认 ，%, JZ 三 个 向 其 有 3 6 种 排 刘 方 法 ,而 任意 一 种 排 
如 闻 上任 伍 括 强 所 得 的 和 部 捷 可 同和 的 。 有 四 个 以 上 的 向 世 时 , 间 
样 的 事 突 也 成 羡 ， 上 率 的 8， 3 的 和 可 省 掉 括 号 而 写成 wg 
十， 一 般 有 五 个 向 是 wj， …，2zx 时 ,它们 的 和 用 马 wi 表示 。 总 


1 向 琶 受 绊 性 返 筑 3 
之 向 量 之 灌 的 加 法 裔 够 象 数 之 间 的 加 法 一 样 如 常 筷 行 。 这 种 事实 
成 下 的 基础 ( 归 由 它 能 修得 玛 理 葵 姓 明 } 或 “公理 就 是 变换 律 ， 畦 
合 律 . 
现在 考 虚 加 法 的 首 运 算 减 法 。 假如 老 处 作为 "基础 “的 老 疝 量 
0::- (0, 0, 0) 
及 年. 了 的 芽 向 最 
—% -dh wa ts)y 
那 末 对 于 任意 下， 
0+% -w+0=x, 
十 (一) 一 《一 和 十 和 一 0 
因此 ,如果 汉 和 十 (一作) 写成 一 完 ， 就 有 
《时 -w+ (Yi+E) EY, 
最 然 一 完 是 + 人 w 的 道 。 总 上 所 述 , 得 到 
点. 向 芋 之 风 吉 减法 能 够 如 常 施 行 。 
其 中 如常 "的 意义 出 六 有 些 杭 糊 , 稍 后 将 会 明白 。 
作为 的 基 面 之 一 的 是 迹 换 律 导 .的 。 攻 在 几何 上 已 有 证 明 ， 
出 .上 面 可 知 


E+U= (LF i Wa Ya et Ye 

=- (二 oa， Wa wa, Ys | wa) 

一 区 十 必 。 
这 第 二 边 与 第 沽 边 相 等 是 出 于 数 的 加 法 服从 交换 律 。 同样 , 出 数 
的 加 法 的 逢 合 律 引 出 而 最 的 千 合 律 峙 .7 。 在 数 之 尚 , 险 即 攻 询 安 
换 律 .车 合 律 之 外, 张 法 的 交换 律 o 一 8e, 千 合 律 (e 罗 6 一 aacl ,加 
法 与 莱 法 之 问 的 分 配 律 ul5- 呈 0) = 后 十 ie 都 成 并 。 到 对 于 任意 数 
g, 15 一 6。 由 这 些 及 硅 .4， 圭 . 及 可 直接 得 到 下 面 的 卫 ， 

B. 关于 向 量 的 数量 们 ,下 面 的 规划 成 立 。 
(第 士 久 一》 和 十 和， (1.8) 
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GH Roh, {I .9) 
(AW R= hm), {1 .10Y 
T=:w. (1.11) 


这 里 % 凡是 数量 也 就 是 数 ， 演 于 指 的 是 那 种 数 ， 那 大 波 有 限制 。 
但 对 于 力学 上 所 考 典 的 向 量 , 它 当然 是 实数 。 实 数 有 各 种 性 质 ,但 
是 特别 用 在 向 量 代 数 上 的 是 它们 之 间 加 减 乘除 的 四 则 运算 能 够 如 
党 能 行 。 出 于 它 的 重 职 性 , 特 提出 下 面 的 0. 

0. 数量 之 间 加 绽 乖 除 运算 能 够 如 党 施行 (这 里 “如 常 "的 意义 
在 祖 后 会 清楚 )。 

向 量 之 吉 的 加 泸 法 及 向 量 与 数量 的 乘法 叫做 向 晤 的 " 钉 性 运 
第 ”"。 因为 减法 是 加 (-- 卫 倍 ， 所 以 把 各 性 运算 说 成 “加 法 及 数量 
锚 ", 内 容 也 不 会 改变 。 莫 对 向 量 oa， …, mx 重复 施行 线性 运算 ， 
就 得 到 象 六 Xx 这 样 的 向 是 。 这 习 hua 呀 做 wa， …， 2 的 (1 次 
钥 合 ”或 称 为 “生性 组 合 ”。 

以 上 长 有 明了 力学 中 所 孝 谋 的 向 量 之 加 能 够 施行 态 性 汪 竺 ， 划 
用 揭示 了 A，B, 0 的 成 立 。 但 同样 的 事实 在 数学 的 其 他 名 个 部 
风 中 岂 存 在 。 例 如 就 n 阶 艇 性 齐 次 常 微 分 方 各 


Oy 轩 | i ~ 
Him PD) rr pn lo) Y=0 (1.12) 


了 的 解 粹 老虎, 这 里 柔 数 p,m) 1 二] 2 假定 是 2 的 解析 闸 
数 , 于 末 这 方程 训 有 % 个 当下 "的 基本 和 解 四 ( 人 人 ,一 般 解 
4 2) 衣 够 胡 海 寂 们 的 线性 组 合 翌 os， 这 就 是 熟知 的 “ 放 加 腺 
理 ”。 粹 性 郁 台中 的 系数 (当量 ) c; 是 复数 。 对 于 复数 ,加 减 业 际 能 
够 如 常 施 行 , 妇 把 复数 看 盛 数 量 , CO 迄 成 下。 又 贫 加 二 人) ya C0) 
是 生 .12 的 任意 两 个 解 ， 屠 未 号 (0 十 coy (Ww 1 是 复 煞 ) 也 
是 生 .1) 的 解 。 对 于 它们 的 线性 运算 ,当然 太 , B 成 焉 。 


关于 现代 代数 学 的 方 潜 


$2 关于 现代 代数 学 的 方法 


B. L, van der Waerden 有 名 的 教科 书 《“ 近 世 氏 数学 
(Moderne AJjgebza) 1 了 和 31930~1931 年 初版 荣 行 ， 此 后 双重 
版 ,在 最 近 的 新 版 下, “近世 ”(Moderne) 两 字 已 自 标 是 中 除去 , 逐 
名 为 “代数 学 ”(Algebra) 。 本 书 命名 “代数 学 ” 蚌 想 贱 van der 
Waerden 的 代数 学 一 样 ,自由 地 应 用 现代 代 匆 学 的 方法 。 边 为 全 
天 "现代 代数 学 "就 是 "代数 学 "。 关于 其 一 般 方 法 , 瑟 于 此 先进 数 
首 , 也 许 对 雍 者 会 有 好处 。 

作为 它 的 方法 的 特征 之 一 是 “党 条 用 集合 论 的 记 革 ”， 例 如 实 
数 会 体 的 集合 用 至 来 示 , 复数 一体 的 华 合用 C 表示 (这 种 记 法 继 
积 在 未 书 中 采用) 。 很 如 条 用 这 种 记 法 ， 妈 “2 是 实数 ”这 个 事实 就 
用 %E R” (或 “ 尼 3) 表 示 。 又 “实数 是 复数 "(的 一 种 ) 这 一 市 实 
用 “下 CC” (或 人 CD 表示。 一般,，wC "I 或“ 开 339 就 是 
是 开 中 之 元 {或 元 案 )”, 痪 普 之 , 即 “w 属于 集合 及 ”，“ 二 村 让 
(或 “型 , 呈 耻 由 就 是 “集合 Ms 是 型; 的 子 集合 ”, 亦 部 < 中 迪 元 
痢 是 Zi 中 之 元 "。 集合 开 !， 果 Hs，…， 2 的 和 和 集 或 挝 集 ( 即 属 于 
好 3， 半 4，… 2 中 任 党 一 个 的 元 入 体 所 戌 的 集合 ) 用 MiU MsU 
U1; 或 上 了; 事 示 。aMa，M aa -…，afx 的 通 集 或 交集 ( 即 局 时 
属于 所 有 Mi， 对。 …，1ys 的 元 僵 体 的 集合 ) 用 MN.… 
站 Ms 或 门 下; 表示 。 属 于 ;而 不 属于 NMs 的 元 对 体 的 集合 用 
于 ,一 js 表示。 空 仿 ( 即 不 包含 元 的 集合 ) 用 有 表示 (例如 了 UL 
=MNNH -WH 

第 二 个 特征 是 “ 锭 法 与 算法 规划 的 重视 ”, 关 于 这 方面 ,在 前 面 
已 提 及 , 令 后 这 样 的 例子 也 到 处 可 以 看 到 ,不 皇 重 述 。 

第 三 个 转 征 是 “抽象 化 ,公理 化 的 方法 ”。 为 防 填 消极 的 理解 ， 
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在 这 里 特 温 调 它 的 积极 窟 义 。 数学 原来 是 抽象 的 学 问 。 I,， 2 3， 
… 这 些 自 然 数 是 从 工 个 人 ,二 只 品 , 3 个 茶 果 ,… 等 抽象 得 济 的 ,下 
因为 它 是 禾 志 象 出 来 的 概念 ,所 以 应 用 广泛 。 

在 前 面 已 看 到 对 于 力学 中 所 使 用 的 向 车 ， 对 于 齐 次 灵性 常 做 
分 方程 的 解 ， 太 , 3， 9 者 成 下。 于是, 仅 只 从 和， B,C 优 避 加 汶 
法 流 灶 而 得 的 理 洽 ,在 任何 场合 一 一 A, B，O 成 立 的 所 有 场合 一 
者 能够 应 用 。 这 时 对 所 芳 碟 的 形象 ， 只 想 着 是 为 学 中 的 向 量 就 可 
以 了 。 这 样 ， 通过 伸 驶 洲 罕 作为 仅 只 由 太 , 书 , C 推 镍 的 精 果 (在 
初等 几何 学 四 ,以 图 形 为 背景 所 考虑 的 证 明 与 通过 下 再 .、 完 理 锥 证 
的 胸 合 ) ,在 微分 方程 给 以 及 其 他 各 分 支 中 剖 有 运用 的 可 能 性 。 因 
虐 不 得 不 把 六, B, 0 的 内 容 用 含义 村 有 晰 的 公理 素 和 叙述。 这 就 是 
“抽象 化 ,公理 化 方法 "的 甬 明 。 

景 后 要 注意 在 质 象 代数 学 中 文字 不 一 定 娄 未 数 (不 要 哲 泥 于 
“代数 "这 个 字面 ) ,文字 可 以 表 承 扁 量 .集合 及 其 他 各 各 东西。 


§ 3 作为 代数 系 的 向 量 空间 


由 上 面 的 说 明 , 首 先 使 $1, A 的 内 容 清 楚 了 。 

在 A 是 褒 操 量 之 间 “ 加 焉 法 能 侣 如 常 旋 行 "。 一 般 所 刘 “ 在 集 
和 集中 加 闫 法 能够 如常 施行 ", 共 意义 由 下 面 深 个 肥 理 来 定义 。 

丰 1. 入 是 茵 窒 集 ,对 于 zyED, wy 的 下 w 十 WEN 基 玲 -一 
确定 的 ( 值 wy 9 对 应 本 wz 的 算法 , 汗 做 ' 放 法")。 

A2. 4548 一 2 Hz 变换 乔 ) 。 

3， 人 2 十 妨 十 2 一 2 十 (十 (车 人 台 律 ) 。 

生 芋 对 了 二 中 任意 兆 2 总 中 有 1 工 个 适合 x 十 0 一 U 十 w=% 这 
样 胸 泡 0 存在 , 沦 叶 做 需 元 。 

各 5 对 于 YE 有 适合 (一 区 -Hg&- 2 二 (一 区 =0 计 样 的 “元 
(一 四 ER8 存 在。 


83 帮 汶 六 数 系 鸭 南 甘 空 周 7 
这 事实 与 常识 上 所 着 虑 的 “在 S 中 压 碱 法 和 能够 如常 施 行 " 有 和 阿 
桩 意义。 了 于 由 1, 各 前 面 的 病 明 大 数 可 以 明正 。 
一 般 ;, 久 下 AI 一 5 的 梨 叶 做 加 群 。 假 如 引用 芝 椭 念 ,8T， 4 就 
基 庄 “向 县 的 集 形 成 族长 ”。 
酮 1 刘 加 和 客 SS 中 ,zy=X 十 z 壤 Hy 一 #， 
[ 解 ] 两 流 自 正邦 (一 0 :得 
《一共 十 (各 十 网 一 《一 的 十 人 十 加， 


直上 3， 一 和 十》 Fy 人 一 各 十 雹 二 2， 
是 筷 5， 各 十 一 日 十 
也 点 4 Y= 


俩 2 在 加 吾 呈 再 ， 
站 十 影 一 区 二 0 ty y= 7, 

《因此 ， 六 4 中 和 的 及 5 中 的 一 2 是 唯一 确定 的 。) 

[ 解 ] 由 例 1 和 记得 。 

全 3 一 《一 2) 一 zf 命 一 + 一 y1 隔 用 一 9 的 蚊 一 位 )。 

把 加 群 的 构 念 更 进一步 抽象 化 ,就 得 到 F 面 可 换 群 的 概念 。 

和 中， 假定 上 是非 窒 集 合 , 对 于 ay yES, 著 定 了 与 S 中 元 
”eg 孜 一 对 应 的 算法 : 


入“ 号， gag 一 ?op 交换 律 ) 。 
"3. (wo) ng do (gs ( 精 合 律 )。 


点 "4 对 于 六 中 任意 元 az 访 中 存在 二 个 满 是 wo6= ge:w 一 w 这 
样 的 元 e. 

让 中 ， 尘 于 jE 及 ， 存在 满足 2s1o8 一 wow!'- e 和 这样 的 元 WCCS， 

满足 A ”1~5 这 样 的 策 5 是 做 关于 算法 。 的 可 换 群 。A “4 中 
的 e 是 做 可 换 群 8 的 单位 元 , A 中 的 zw 咱 执 的 道 元 。 

加 群 就 是 关于 加 法 的 可 挨 群 ,在 加 群 中 单 榨 元 号 成 0, % 的 迹 
元 写 战 一 4。 

例如 : 在 实数 之 千 加 减 革 当然 能 够 如 常 施行 , 所 以 如 成 鸭 加 
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群 。 在 处 六 除去 0 后 所 成 的 集 且 " 一 天 一 1 (0} 表示 只 由 0 形成 
的 种 ) 中 ,因为 于 除法 “能 够 如 常 施行 ”, 所 以 显 关于 素 法 做 戌 可 
换 鞭 。 它 的 单位 元 是 1 的 小 元 是 2 的 倒数 妨 := 二 .在 天 
币 , 夷 法 不 入 对 R* 中 元 可 行 ， 训 使 对 浊 世 有 定义 ,大 尼 在 加 法 与 
葬 术 之 辣 成 并 着 
和食 配 律 TY = tm, 
“通常 的 四 草 运 算 ” 就 是 根据 这 些 规 划 求 克 行 的 。 因此 "在 某 第 区 
中 加 弓 乘 除 能 够 如 党 施行 "由 下 面 C1~4 来 定义 。 
Ql EE 是 至 少 含有 两 个 区 鸭 集 合 ， 于 于 zyEEK, 在 在 车 分 
别 咱 一 地 洒 应 于 “和 ”wg 的 "如 法 "反对 应 于 积 ”wg 前" 王 法 - 
G2.， 并 成 为 加 蕉 CG 的 单位 元 用 0 表示) 。 
(了 3. 长 一 人 0} = 尺 "” 关于 弱 法 成 为 可 换 群 ( 书 的 单 粒 元 用 1 走 
示 )。 
0Q4. 和 分 配 律 (3. 匀 成 下。 
满足 O01~4 的 集 暗 健 体 。 一 于 如 ，C 成 为 体 , 所 凡 分 曾 叶 个 
实数 体 与 复数 体 ， 第 44 廊 0 换 癌 之 就 基 " 数 映 的 集成 为 体 *， 
例 旦 前 休 政 中) 灵 有 Dre=0,( 一 不 一 入 一 一 2 一 税 ( 一 殷 = 和 y， 
[ 解 ] 出 4 竟 定 尽 ， 97+3 一 2 市 分 配 律 :但 一 力 2 TY 一 %。 由 于 下 
是 邦 群 ， 所 以 极 据 0 的 礁 一 性 { 例 加 ;0x= 0 及 因为 9 一 0 一 {97 人 一 的 yy 
三 《一 2 由 一 地 的 队 性, 一 牧 二 (~ 加 yy 网 举 ;一 2y 王 x( 一 yg} 用 
全 3, 闻 竹 < 一 5 一 7) ey 
例 5 在 体 二 中 ,和 如果 主 0 则 4270 一 0。 
[ 解 】 内 为 x0, 所 也 8 存在， 用 YY 在 溢 允 = 的 两 过 ,部 衔 。 
上 硬 的 加 群 , 可 换 群 , 体 , 部 施 够 梨 下 面 屠 样 来 定义 , 妇 
《it 有 革 集 合 , 在 这 集合 中 定义 了 其 种 算法 。 
《和 这些 算法 满足 所 烙 定 的 儿 个 法 即 。 
一 般 ， 抬 “在 启 的 元 之 产能 够 进行 满足 某 法 则 的 算 持 的 第 合 ” 


$8 作为 代数 对 的 向 量 空 疝 9 


是 做 以 这 算法 做 “基本 算法 的 代数 条 。 加 群 ,可 换 群 , 体 ,都 是 代数 
条 的 特例 。 现 代 代 数学 ,用 一 句 话 求 说, 那 就 是 “代数 系 的 理 坎 ”。 

体 正 共 定 有 时，“ 开 上 癌 量 室 间 ” 太 定义 为 满足 下 面 态 , Bl1~6 
药 代 数 柔 。 

A. 成 为 加 群 。 

Bl. 当 wEF,X%EK 着 定时 ,的 入 和 悦 ”I5 记 在 六 中 , 而 且 
是 唯一 确定 的 。 

B2. 对 于 zz, yEV, hEEK, 有 wT) -ArT hy. 

B3、 当 zwEV, A EK 有 OTT=ATT 

B4. 当 wEF,%, 太后 在 ， 有 人 人 一 和 Ce ， 

BB5. l.w=w., 

注 莫 ”向量 空 关 也 册 - 做 针 性 空间 或 克 性 流 形 。 又“ 互 上 向 量 人 空间 ”也 中 
伐 下 各 群 。 五 叫 例 五 上 向 基 空 间 的 基础 体 。 

例 6 在 体 五 .向 基 究 关中 ， 

Oxz=0, 【一 直入 一 一 山 【一 2 和 一 一 2 
和 光一 眉 ， 久 二 帮 二 下 二 用， 

[ 解 ] 与 俩 和 6 闻 样 挫 得 。 

§1 所 说 “在 力学 中 使 用 的 向 量 ” 是 情 上 向 量 空间 中 元 。 黎 
性 微分 励 程 的 解 是 世上 向 是 空间 中 之 苑 (也许 其 至 还 有 人 认为 拒 
微分 方程 解 的 集合 类 做 "向量 空间 “是 不 送 当 的 ,但 由 $2 所 波 , 这 
样 命名 不 惧 谈 有 茹 碍 , 面 且 反 知 恒利 ) 。 

在 本 书 中 讨 蒿 的 所 前“ 厂 性 代数 ”无非 是 “ 体 下 上 向 量 空 则 ” 
这 个 代数 系 的 理 座 。 因 此, 本 节 的 公 弄 4A, B, OQ 是 至 部 的 基础 。 
但 是 不 习 慢 这 和 样 考 虚 的 访 省 只 肥 拒 在 $1 中 所 示 的 大 体 了 解 为 从 
理 世 就 可 以 了 。 

人 鲍 ? 佐 天 自 坪 可 以 看 做 本 上 向 量 空间 。 

[ 解 ] 例如 把 zy(v EE YE) X20tAER CE ET) 人 HH 当 作 在 下 中 
定义 的 加 法 及 张 法 ,于 椒 公理 A1~B, BI ~ 能 锯 满 足 。 
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例 8 假定 是 稳定 的 自然 数 ， 由 体 正 中 个 元 所 作 的 行人 向 量 (1 和 
上 友 - 行 向 量 ! 用 4 泌 示 : -= (要 。 根 多 这 样 氏 
念 苯 的 保 合 臣 

nh 二 5 由 二 EE 
人- 盘 他 是 和 表 其 “有 具有 性 质 租 工 至 体 的 乐 合 ”。 这 记 法 售后 常 尝 用 。) 
对 下 w= 1 ba ER 如果 定 浆 
十 二 于 二 "成 为 
二 上 同时 窑 间 。 命 12~= (1 0 人 ,ge= C0910; 0 yy ng = (Dy 
和， ;于 时 放下 上 和 
义 门 明 ) 钢 集合 六 也 是 拓 上 同 航 鹤 避 ， 

钢 8 概 宇 由 体 下 中 无 穷 和 多 个 元 所 成 的 巢 合 必 
一 人 
对 于 和 = 如果 给 义 
多 一 4 他 对 于 所 有 的 W 吉 二 3 

澳 十 可 二 (和 二 开关 十 和 
那 林 “玉成 为 五 二 同 量 空间 。 

网 如 假定 a Pe 尽 ， 那 下 集合 {2 -zs 夺 赋 伏天 区 闻 ， 用 ray 5] 埃 
Xie 驳 忆 5 <%< 计 志和 伐 开 区 间 , 用 (ea 下 大 示 。 开 茂 轩 时 区 同和 和 下面 购 各 
集合 总 称 为 区 闻 。 

tar bl]= {2; weab}y [9, b) = {2; 人 
【一 cs 一 人 
《一 
定 尽 于 [sy 四 皮 尝 履 值 的 画 娄 至 体 的 艇 合 表 为 
Ra di, R=Af; rE TS Pl, For) € RY., 
( 当 [ey 引 补 定 , 不 至 起 席 解 时 ;也 常 音 表 宫 才 示 小 对 于 子 , 如 果 定 立 
了 二 9 信 对 于 所 有 工 ELg bp], 了 t=g (7) 

对 了 所 有 CD =) 0 0 一 2 CE RR), 
显然 首 成 为 下 -六 同和 苇 空 了 间 。 

在 窜 的 子 焦 中， 入 定 所 有 囊 被 融雪 的 从 合 革 (La; 门 ) 及) ， 堪 据 上 面 
移 和 和， 以 的 定义 ; 它 也 成 为 是 上 向 和 空间 。 更 在 [8&, 幻 中 , 假定 nn 队 严 笋 
可 微 窖 数 全 体 的 集合 是 芭 "([oy 9]， R)， 活 姐 阶 连 秆 可 微 册 装 会 体 的 集合 是 
Be gy bi 有 BR),' 世 乔 根据 间 举 渗 义 ;也 城 为 慑 省 同 是 空 乔 , 


4 于 宰 轩 :生成 元 : 直 和 号 解 11 

在 名 的 了 于 集中 ， 假定 在 Le, 内 解析 ( 即 对 于 [ey 中 各 点 zoy (2) 
在 mm 邻 域 的 信 可 用 一 0 的 军 般 数 来 表示 ) 两 数 针 体 的 集合 入 成 和 Cm, 由， 
豆 ; 和 它 要 据 同 样 定义 ,也 成 为 访 . 上 向 最 宗 有 间 。 

取 区 间 4 来 代替 [6, 榴莲 虑 器 fd BR) (dR Ed RR), Ed, NR), 
对 全 杏 ) 它 科 的 定 广 是 明显 的 ,它们 也 能 够 成 为 吾 上 癌 时 罕 关 ， 对 于 件 态 
区 站 dd 旦 乡间 了 敬一 总 1 作对 

及 对 于 定义 在 复数 于 而 区 域 了 中 的 香 值 西数 ， 同 梯 定 义 证 (Dy O)， 
中 人 9 它 作 9 者 或 为 安土 癌 量 鞋 间 ， 罕 可 

雪上 以 上 所 定 文 的 这 些 轿 数 , 形 威 的 各 种 向 量 空间 ,总 称 为 函数 空间 。 


$4 子 室 闻 ,生成 元 , 直 各 分解 


以 后 我 们 和 绝 定 ， 悼 到 上 向 量 空间 用 上 表示, 五 之 元 (是 修 数 
最) 用 希腊 字 节 a 请 ,… 表示 ,，F 之 元 (加 做 向 坊 ) 用 2 9 >，…- 
(必要 时 附加 涿 数 ) 表示 。 区 的 加 群 的 单位 元 0 与 乒 的 0 用 园 一 
的 配 号 表示 。 假 如 注意 前 后 关系 , 当 不 致 引 超 混 少 ， 
可 量 空 钥 的 基本 算 壬 是 加 法 与 "数量 悦 "。 这 了 丙 各 算法 合 称 泡 
如 性 运算 (也 时 做 1 次 还 算 , 1 次 算法 等 。' 琅 性 ”与 “1 次",“ 运 
算 与 "算法 "是 耐 义 的 )。 关 于 向 量 空 背 睛 的 子 秆 和, 玉 ,, 有 下 
而 的 记 法 
Mi N= {tes; RE Ni, rE Ws}, {4.11 
Mio Wm; ws €E Mi}. {44.2 
《了 DD 的 右边 天 东 入 中 泥 吉 与 开元 oa 的 和 和 2 十 za 爹 体 的 
策 合 , 址 . 久 的 右 动 表示 和 中 元 zs: 的 入 们 Xm 公休 的 集合 。 这 样 
的 如 让, 令 厂 常常 采用 ,参照 838， 例 5) 。 
例 1 V+iV=F, =r, 
{0} + {0} ={0}， 2{0} 一 40}. 
下 的 子 集 下 《及 歧 如 斑 足 下 面 两 个 条 件 : 
{a) FH 二 Hc, 
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QD) 对 于 人 镍 演 和 EK, WCW,， 
那 林 我 个 就 诅 下 “关于 线性 运算 是 于 的 ”。 这 时 克 满足 88, Al， 
BIL，、 国 为 对 于 下 A2, 8, B2~ 往 足 ， 所 以 对 于 它 的 子 筷 丰 ,这 
些 条 件 世 成 站 。 再 假如 2gE 厅 (因为 不 关 绕 所 以 入 样 的 2 是 存在 
的 ) , 瀑 末 0z=0, (一 24)w== 一 wg(83, 例 的 。 记 以 由 介 )，0E 克 ， 
weE HW 一 vw， 即 太 4, A5 也 成 下， 于 是 玉成 为 向 量 空 间 , 内 
下 满足 人 ，( 人 的 村 和 F 叫做 了 的 子 空间 一般， 对 于 某 代数 承 
zc ,假如 在 .上面 同 样 的 意义 下 ,“ 尖 于 5 的 基本 算法 是 闭 的 ”， 
著 末了 也 与 驴 同 样 成 为 代数 系 。 泛 时 荆 吓 做 六 的 子 系 ) 。 

讽 2 下 及 {0} 成 汐 了 的 于 实则 ( 才 腿 例 1)。 妈 假如 剑 是 任意 子 空间 ， 

到 Voi0), 

例 3 假如 (3) 成 并 ; 闭 林 天 直下 = 惠 ， 灭 妆 各) 威 让 时， 假如 #0 那 
未 WT=W, (Bh A4, Bd, 5, 03,)0 

今后 蓝 针 国定 凡 子 空间 是 措 玉 的 予 空间 ， 子 宏 间 全 体 的 
集合 用 避 泪 东 。 

命题 @1 RH Br NIE, 
一 般 鲁 ， {H SU HaE 在 。 


证 明 币 - 振 贡 , 命 太一 人 这 。 苛 于 丈 证 明 ( 介 ,上 碟 立 即 可 。 

假定 2,， yE WY, 那 未 对 于 所 有 的 沪 数 ac, py, yEWW。。 因为 
玉 。E 人 所 以 3+3 和 证。 MwE Fe。， 因 为 这 对 于 所 有 的 4 成 并 ,所 
etyEH, weE WW, 


和 由 六 4, 于 于 ZE 5 一 0 二 wE 寺 所 庆 扫 之 研 十 邢 , 所 避 王 王 琴 十 下 ， 录 
宙 25, x 一 +4.+, 和 由 08; 圭一 和， 3 3 国王 =: (2 = [元 “HH HBd  ， 和 但 到 
< 六 下 之 HT 和 时 4E?F 好 Ch 所 以 和 IF 呈 邦 . 一 一 衣 痢 撑 

器 ”皮下 , 久 定 至 中 意义 投 轻 的 对 禾 “ 全 题 '。 定理 是 这 样 斤 进 的 只 家 必 就 林 点 
理解 。 但 “命题 " 记 有 时 对 有 美 记 尘 ;不 加 襄 虹 。 

加 [下 sj 大 有 源 数 <【 有 限 信 或 无 限 个 ) 的 古 。 的 集合 。 


§4 子 空 闻 , 上 生成 元 ,在 衢 {和解 18 

命题 2 假定 对 是 VF 的 任意 于 集 , 那 就 存在 唯一 售 型 的 “最 
小 " 子 空间 矿 ， 名 了 唯一 存在 信 满足 : 

DWEY, DFONWN, HDWES, WoNo 和 FWD, 

证 明 假定 合 形 的 子 空间 僵 体 的 集合 是 {VY,} ， [We WY, 
号 命题 1， 仆 成 人 站。( 训 是 明显 的 。 又 骤 如 印 lE 轩 ,天 二 避 , 因 
为 矿 ;: 是 合 好 的 子 空 面 , 所 以 可 凡 看 成 是 1 个 丰 。 因此 (iii) 成 
六 。 

再 假定 GW'ER, (NWONM, MNFWIECS, VioM=W! 
二 下 让 ) 人 站，GiD) (在 6D 尖 麻 Vi- WD) 下 "过 机。 双 和 由 
全 ， ,WW 网 此 全 = 《 吝 毕 ) 

在 命题 2 中 所 确定 的 仇 叫做 忠 刘 年 成 的 子 空 闻 , 用 FE] 表 
示 。 妆 型 一 前 :U 弄 Us 时 ，[ 写 苞 EE ，，…， 1 。 
当下 是 由 有 限 个 元 和 x2;…， wi 构 硫 于 (好 -i ra ol 
有 时) ，[ 形 ] 写成 [gi gay py 9 了。 及 这 竺 各; za 是 做 fo， 
aa 2 可 的 生成 元 。 

例 生 MM SM EIN IF EVEeIT=CHW]; [CH = [WN], 

命题 3 W), WE Ry, Ws] -is, 

证 明 假定 =[Wy, Wj "Wi 二 Ws = {二 三 
wes} ,因此 呈 要 证 及 时 太 WW， 证 ' 必 WW 即 可 。 

{因为 玉 ESB, FC wi€ Wy voE Wg, 概 据 子 密 
面 的 条 任 ta ， &j 十 waE ,所 以 到 ' 叶 玉 ， 

《ii 因为 0E 到 ,所 以 车 于 任意 六 E 柬 :加 一 和 十 0E 全 /于 
是 矿 i 王 信 ' .两样 太太. 因此 ,假如 能 够 证 明 厅 ' GEG 凡 ,由 命题 色 
《ii ; 序 得 仓 ' 二 证 全 ， 


办 这 时 于 =[F1， Tgly ， 导 一 WUTe、 因 为 于 IH" HocIF 所 以 
记 二 研 ]YU Ts 郎 到 :一 于。 因此 ; 慨 如 于 'E 妆 威 站 出 症 稻 的 避让 序 得 厂 !( 一 不. 
一 :一 评 老 注 
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EW 的 柱 明 : 假定 名 十 Xa, 人 十 2 全 
二 wa) EW， 六 fl 


罗兰 未 (i 十 5) -十 的 ) 一 (十 风 ] 十 ka 
二 go =A 十 hra 蕊 训 '， 邯 WV' 满 是 (8) , (Cb)、 

总 1 WE B= {Hi, Ws, 
4+ Wi, 


小 [ea ay 二 好 10t 寺 AoYa 十 和 


例 品 " 谍 一 [iey os ne $3 辐 8 的 家; 雯 )。 
及 假如 


:1: i 
0 1 
gl 0 co 0 ei 
0 0 
那 宋 ， 站) 一 LE13 1 Pa 


Wi, W's, 本 WrE ED 时 ， WW - [Hi, "yy 


"(wy 驻 个 W's, 这 一 工 : 


,We] = tT 


FAT EEK}D., 


WE] 一 WH -二 各 /十 is 


Wx(E 双 电 做 邢 ;， WY…: 到 的 和 或 和 宰 间 ,写成 太一 写 到 
关于 它 的 子 窒 关 之 加 的 “加 法 "， 显 然 变 者 律 与 二 合 律 都 成 企 。 


{ 各 于 是 它 的 " 井 法 的 单位 元 。 


假定 玉 室友 ,, 那 末 本 中 任意 蕊 w 可 以 坟 底 之 的 形状 ， 
但 是 这 表示 不 一 定 是 陵 一 的 。 如 果 这 示 是 唯一 的 , 屠 不 砚 叫做 
入 1， 和 Vs，… 和 的 讲 和 ,写成 玉 一 所 /DWaD… 四 Wi 或 六 四 WW。 
这 一 雪 式 称 为 WW 的 直 和 分 解 ，Y, 时 做 这 分 解 的 站 和 因子 。 修 如 


EE n 
人 0} = 不。 显然 -下 H 守 玉 = DW 
2-=] t= 


苹 慨 加 在 1， s， 


得 ”因为 1 二 合 晤 交 最 小 子 窜 间 ， 旺 然 攻 是 时 ?34 入 EE 构成 的 ,网 此 7 
iy ET, 和 于 是 [ln a ry Tid Ea rel 一 Ce 十 [和 


一 省 注 


4 辽宁 间 , 生 成 元 下 和 分 解 二 
… Ws 中 有 等 于 Wo 的 ， 甸 如 7 一 WVo， 屠 来 让 = 袜 四 厂 , 一 下 
-- 疡 SIP,。 这 样 , 因为 {0 作为 下 和 因子 是 无 关 紧要 (irrelevanb) 
的 ,所 以 全 后 不 竺 期 声明 {0} 不 洗 蚜 作为 志和 调 于 。 
例 6 天 一 [四 四 一 的 Fel KrefeldD[e], 


正和 分 解 
W = WD (4.31 
烙 出 时, 任意 元 wE 到 如 坟 叭 一 地 生成 
省 一 人 十 十 四 八代 作 ， (和 4.4) 
这 时 和 叫做 了 的 下: 分量 . 设 末 中 元 Y 的 丰 分 最 是 扩 , 那 末 
y= (4.5) 
出 ( 任 . 抽 ,i 和 .友和 得 
w= 《和 1 十 2) 十 十 (十 区， 《 肥 , 全 7? 
亲人 -十 【人 


因 沟 二 六 EAE ,所 以 姓 , 后 (4. 丫 萎 岂 十 9 Ad 管线 
分 量 的 分 解 。 

站 和 概念 ,对 于 其 他 代数 系 也 可 定义 (代数 系 的 基本 算 江 足 生 
渤 的 形状 时 , 对 命名 为 "面积 ”)。 在 现代 代数 学 -- 般 观点 下 ,这 一 
构 念 凑 六 重要 ,所 以 下 面 男 壕 一 种 说 法 。 

一 般 , 下 个 集合 于,…， 胡 th 为 自然 数 ) 的 荐 积 并 一 科 ] xX-…… 
x ji 定 兴 为 由 这 关 个 集合 中 元 形 必 的 元 共生 重 ) 的 锡 侣 

{lw 23 TE NM. 
两 信和 姐 (8 8) 与 | 全 旺 ) 亲 和 一 名 多 一 眩 时 及 限于 

例 ? 假定 8， 开 ; 都 是 有 限 和 集合 ;它们 分 别 有 mt Wr 个 元 ;于 
末 于 XX 了 奸 由 Wk 个 元 所 构成 。 

于 是 ， 洒 天 个 问 景 空 而 Fa 了 x 芥 定 时 , 在 它们 的 音程 六 
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中 ,元 组 之 阅 可 定义 如 下 的 线性 运算 : 
{my oy Wp) 1 We) = CT Ys 
Atmis rs WE) = Ch + , hE) 

弯 祥 ,玉成 为 向 入 空间 是 很 明显 的 ( 浴 照 $1)。 这 时 斑 旺 做 请 ， 
一 ,zy 的 秆 各 ,写成 名 … 中 Fr。 

上 因 着 和 的 概念 有 了 两 种 定 闵 ， 训 朋 它 们 在 实质 上 一 私 是 必 
恬 的 。 为 此 应 先 急 述 在 一 般 现 代 代 数学 中 重要 的 辣 构 的 构 全 

假定 有 两 个 向 仙 空 间 广 及 站 ,了 是 自 玉 到 请 的 一 对 一 的 映 
身 ': 美 于 酉 射 的 群 址 ， 参 照 后 面 的 8 6 , 即 对 于 zxEV 在 上 映射 了 
下 的 象 了 (2) EF 瞧 一 确定 , 效果 (1) (wr) 一 Fo) 一 01 一 oo 这 时 
包子 是 一 对 一 的 和 全 《0) ;4 二 由 (这 时 时 下 是 把 让 揣 成 让 
的 鼎 味 ) 成 下 。 拌 日 

Fr = f(r) tf , 
f lar) 一 2 (rm). 

(这 时 鼎 射 了 盟 做 保存 钱 性 运算 ) ,于 霖 了 叫做 自信 到 六 的 同 构 映 
射 . 这 样 的 闻 构 映射 存在 时 六 与 VY 对 做 局 构 , 如 为 二 兰 严 (在 一 
淫 的 代数 又 中 ,对 于 同 种 的 代数 条 六 ,5', 假 加 有 白 仿 镜 久 _. 上 的 一 
对 一 的 保存 基本 策 法 的 映射, 那 未 访 ,， 8' 里 贫 同 构 , 这 样 的 陕 射电 
做 向 和 袍 上 映射) 。 同 构 关 系 显 然 是 等 价 关系 , 朗 

反射 律 玉 衬 广 ， 

对 称 律 ”了 了 人 兰 三 -全 广 全 亚 ， 

椎 移 律 =F', 二 VPP 
(一 般 满 着 泛 躺 对称、 淮 移 三 律 的 关系 只 做 等 价 关 系 -)》 同 构 的 代 
数 系 也 称 为 "是 具有 同样 的 构造 "。 

回 到 前 面 , 素 汪 明 上 面 站 和 的 了 酚 种 定义 实质 上 是 一 致 的 。 普 
党 , 交 了 区 昼 E 们 ， 慢 定 根据 第 一 个 定义 ， 克 1 Ws 的 这 和 和 象 
前 面 一 样 用 厂 ~ GT 表示 , 根据 第 二 定义 ， 邢 ,,…， Ws 的 坦 


4 子 空 间 , 上 生成 元 , 草 各 和 十 17 

和 用 市 一 立 由 环 : 才 未 。 我 们 将 十 骨 万 二 记 ， 为 此 ,对 于 
w=w1+ wr Hs 

使 与 (ra oo) 于 
对 应 印 可 。 即 假定 (2) = 人， 93) 扎 户 ， 容 易 知 道 这 了 是 自 
下 浏 市 的 同 构 映射 。 因 此 以 后 也 四 这 样 的 记 法 不 再 条 用 , 但 是 
于 外 玉 的 构造 由 矿 ; 的 构造 确定 ， 而 且 在 邢 = 守 人 BW 时， 和 Wi 一 
般 是 比 WW 小 * 的 向 量 空间 。 于 是 柜 如 邢 能 够 直 和 和 分解 , 那 末 琴 
的 构 落 可 以 用 比 及 小 的 空 关 的 构造 未 确定 -这 事实 有 利于 员 题 的 
简化 ,售后 将 一 再 引用 。 

F 的 任意 子 容 闸 起， …， WV 的 和 罕 间 总 是 匠 在 的 ， 伍 守 一 
各 不 是 直 和 {( 例 : 天 了 = f} , 那 未 刻 = 了 直子 BP)。 首 类, 因 
为 不 考 虐 把 {0} 作为 直 和 因子 , 决定 用 型 - 来 表示 出 一 1 对 下 
i 
称 卫 1,…… WV 寺 甘 ( 仅 只 一 个 弄 1EWB* 总 是 呈 做 无 关 ) 。 其 次 
我 们 来 涨 明 下 而 一 个 关于 特定 如 * 的 宏 风 无关 性 的 定理 来 硅 束 本 
节 , 为 了 自然 地 引进 定理 的 证 明 , 先 举 它 的 一 个 特例 , 印 下 面 的 引 
理 。 

引 理 1 假定 Ti EE Wi 人 0 那 末 和 WY; 无 

王 明 ” 对 惕 地 放 明 “ 慨 定 证 本 4 型: 而 分 ;, 人 Vs 相 美 , 屠 来 
WN Wa {0}*. 

医 WW 相关， 韶 就 有 有 必 二 a 二 十 X32 全 太 村 了 一 荆 ， 
2, 扩 有 匡 必 汪 。 将 上 式 识 项 得 wi 一 2 一 各 一 fa) 阁 的 左边 全 Wi 而 
右边 息 琵 所 放生 刺 : 门 开导 这 元 不 是 0， 

定理 1 商量 容 关 三 中 异 于 { 引 的 子 容 轩 丈 :， Jr 做 是 
然 数 二 分 成 为 沉 美 ,下面 的 们 ~ (iv) 邯 是 必要 充分 条 件 ， 

《和 十 十 的 一 D; 区 和 有 0 一 站 和 一 下 
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(WW NW {0}. 

Gi NW = 0} 一 于 
1 
Gv} WN = OF HW NW = {Oo Ofte 
+ NF, 

征明 ”把 IF …,， WV 无 英 这 个 条 件 作 为 如 )， 依 这 样 的 顺序 
【0 -让 阅 人 全 二 (0) ，(0)= 间 全 妆 人 03 (全 来 证明。 
(中 妖 条 说 就 是 

k 


i 
Wo Wi DW, 


这 党 味 基 2*E 玉 象 (4.4 那 桩 的 分 解 是 唯一 的 。 但 怠 注 污 它 与 
歼 1，…， 将 * 的 嘎 序 ( 徘 刘 占 小 ) 无 关 。 

(0 站， 假如 把 0OE 克 从 解 为 天 个 日 欧 为 0=0 十 十 日 
(0E 厅 ， 就 得 到 一 个 "0 的 分 解 ”({4, 和 四 的 意 久 ) , 但是 由 (人 0 汤 没 
有 其 他 的 分 人 解 ,内 此 (站 城下 。 

中 六 (让 )。 具 要 证 朋 i3) 假 各 所，*…， WV-i 不 无 关 , 那 未 中) 
不 成 音 ， 必 中) 假如 Oi 十 下 二 地 记 1) 站 天 位}, 屠 末 人 也 不 谍 
了 就 行 了 ， 

(3) 如 果 和 :py 开 不 无 苋 ; 那 来 证 1 十 … 十 刺 z 中 其 个 
亏 能 有 了 两 种 分 解 , 因 蛙 和 十 …… 十 生 - 一 时 十 和 十 做 的 知 世 WW,， 
一 1 一 I 好 且 对 于 此 个 相关 下 于 是 (0 一 出 ) 十 … 
+ (wp 一 2 二 0=0, oCH, =1 EH 所 
以 中 不 成 六 

tp 出 假 载 ,在 在 满足 二 … 填 Wa) 站 Wy 入 的 ws， 
因 汐 zx 人 Ew 并 且 EW 十 二 ys 所 及 可 以 写成 x 
Fp 时 
一 0 一 wp 下 0， 因此 个 不 成 立 。 


5 粒 人 性 无 关 , 继 性 相关 , 蕉 数 , 基 谨 19 
{i 说 (0)。， 假如 jEHi+… 十 全 pp， 由 引 理 1, 2 能 够 唯一 地 
合 解 党 幅 寺 zx， 入世 于 1 十 十 轩 Ry rE Ws 的 形状 。 丸 因 洲 
全 i 无关 ， 所 以 奴 能 驶 队 一 地 分 和解 为 们 十"… 汪 wr- 
的 形状 。 
(0 (ni 。 由 已 经 证 月 的 (0 一 和) 序 得 人 刘 中 汪 一 天 情形 。 
由 上 而 的 注意 , 国 为 在 (0) ,Wy…, Ws 的 顺序 可 示人 尾 意 更 痪 ,所 蕊 
得 到 对 于 其 他 * 的 (ii 。 
1 宝 全 。 假 发 有 二 十 各 一 0 和 如果 系 关 0D， 困 为 和 十 *… 
二 wp 一 一 和 区 《让 1 十 十 下 3 站 六 所 以 与 人 下 盾 。 
(过 (Civ)， 和 由 已 痉 谣 有明 的 (0) 守 (ii) 即 得 最 后 的 (Fa+ 
二 Wx) 人 一 如}, 并且 因为 印 1，……，e-s 是 无 关 ， 又 得 到 守 
藤 面 的 中 十 下 十 Wp-2) 站 ri 一 但), 余 类 推 。 
7 空位 。 优 定 科 十 十 下- 一 0 中 的 sr，…y xx 不 完全 都 是 
0, 和 璧 如 守 最 后 不 为 0 的 是 zy 于 未 与 0 让 淳 站 的 证 明 同 样 就 得 
型 与 H+ Ty) NAN Wy- {0} 子 后 。 
了 录 假定 本 1 x 8 无关 , 懂 末 WW yi 
世人 导电 无 关 人 二。 
傅 8 在 "下 中 ,06j;…，[nej] 是 汇 关 。 


其 .上 向量 签 则 下 中 剧 于 0 的 元 的 集合 六 一 人 0} 用 产 " 表示 。 假 
区 2EF， 显然 [z] = 从 4 AEK}EG" 所 请 v1, … ,CVF" 亲 
牲 无 关 ! 或 简称 无 英 ) 是 意味 着 [21]，…，[zx] E 型 无 关 避 4, 即 
[or 赴任 章光 z 能 钥 队 一 地 表 为 Xp 十 十 ok 人 下 


硬 假如 玉 3 气相 粗 闫 ,由 他 就 有 满 是 各 十 … 十 向 一 0 而 并， 下 
完全 是 上 的 元 X14 2 于 是 入 二 -二 0 二 二 OD， 这 与 Fi, 无 关 的 


下 一 个 
候 酸 了 矛盾。 一 一 有 者 注 


20 弟 1 章 业 性 二 数 
的 形状 ( 特 天 只 是 一 个 2E ”总 是 无关 的 )。 
对 于 EB, vwEF*, 最 然 
Was WN IS] = {0}, 
据 此 ,由 定理 1 空 郎 得 到 下 本 的 定理 。 
定理 2% 间 熏 空 明太 中 民 于 0 的 元 mp 过 是 月 然 数 六 2 
成 为 简 性 无 关 , 下面 的 人 ~ (iv) 各 是 它 的 必要 充分 条 件 。 
Ci A 二 十 A=0, MEEKON=0, 1:=1, ,BE, 
(ii ) 和 4，… wp-1 散 性 无 英 ， zw 称 [81 Wy]. 
Ci) gi pry By Tr = 
(iv) za [wr], fu ry taly 7 Ce [EL 1 pte 
票 假定 oa pn rx 1 无 英 , 那 末 2 入 (91 
己 芒 也 元 关 。 
例 4 在 "下 中 le … we 是 无 波 。 
当 pa 人 7 不 是 燥 性 无 闫 时 , ，…， 几 对 散 炉 性 相关 
或 简称 相关 。 特 别 是 二,，…， wy 中 如果 有 一 -个 是 0, 那 来 训 ，… ,ws 
机关。 
例 2 3 机关 次 昧 关 和 74 中 装 少 夺 一 个 不 是 0 而 wl 
十 十 tg 二 0 成 这 。 
例 3 在 和 mE 外) 如果 Ti 二 名 全 办 ， 那 末 入 ，…, wi 相关 
全 和 很 如 9 如 无关 两 2 pl Zr 相关， 那 末 zp€ [er 


“ry Ve], 

定 建 3 假定 人生, …， zm 证 向 章 空 半 下 中 任意 有 限 个 元 的 焦 
合 , 那 未 除 太 一 … 一 2 一 0 的 情形 外 ,能 找到 好 …，mm] 的 适当 子 
集合 fi 江 志 pa <pp 8) ， 伍 得 下 面 的 条 
件 成 开 : 

《i ) ao Ds 线性 无 关 。 

CH) [ey go] 一 [oo 


[ea， ~ 省] = [ew,,, vw] ? 


$5 该 性 无 关 , 撤 性 相关 , 碎 扫 ,站 不 2 
Lay es Tm] = [ys Wy 7 ol 
证 明 扬名， ww 中 和 象 下 面 那样 挑选 ec， zw 名 可 。 
峰 如 帮 EF”【( 序 拉 基站 :了 权 和 = 假如 0, 把 wi ga 
中 最 初 不 是 雳 的 向 量 作为 gr。 于 是 
[rs 0 一人。 
再 慨 如 zo, wood 无关 ( 序 orag [2 取 13== 江 二 I， 假如 
wo Dut 相 尖 ;把 mrzy zora; "… 甲 最 官 不 在 [sp] 中 的 向 合作 为 
ww; 于 是 出 定理 2 的 (iy) ,ws tw 无 美 ， 
[1, 7 To, = [ty,]), 
[ey ,Wl = Lo, Ly), 
余 类 推 。 
定理 和 4 假定 如, …, wi 是 向 量 窗 则 六 中 和 枉 意 有 限 个 元 的 集 
合 ，3s Vp [ey] 村 上 且 中 关 ， 屠 来 
坟 志 %， 关 旺 可 以 挑 逃 入，…… 的 活 当 子 集 合 {91 …; 14} , 恒 得 
Lp 
Es, ws wr = [ey, “ey Moly WI Yort1s 


Wy Veils We Ty 


Ws Bin Wy Wats 7 a), 
证 明 首先 因为 [or …, wx] 90, 的 确 产 汪 二 , 帮 且 不 能 有 
90。 再 在 入 = 和 二 十 hwox 的 和 i， *…, Xx 中 有 不 其 
0 的 。 俐 如 ,是 其 一 , 凌 沁 


] 六 
bp 
yy 2 一 机 空 1 一 ! Tl 
Ptr pL pl 
Nui A 
os 
A 由 


序 ,EC [i, i ei Wy Fn "yg vm} 


30 第 1 全 米 性 代数 


因 面 [0] = [or 1 
下 次 ;假如 及 2 ya Fr lL a 
无 闫 ) , 那 末 
ya Hi 二 二 pl rs 
因为 这 里 i， 1 中 一 定 有 不 是 0 的 ， 假如 
ws 是 其 一 {计算 上 4 的 个 数 , 得 知 记 一 二] 即 二 咏 ,天 林 


于 
下 一 Ya Hg ~ 一 < 


Ht ps ps Hy 


因而 

多 三 [3 ey Toa Wy pts ys To 1s Yas Tm 7 Rx] 
十 是 [m，…， 细 ] 与 右 动 家 等 。 

当天 空 3 时 继 接 同样 做 朗 得 。 

又 工 fo …， 30 中 无 英 的 疝 最 的 个 数 丰 大 于 天 

聚 2 假定 各 ，… 和 和 扯 上 无 闫 和， 那 示 不 是 [Fa 好] 中 无 
美 疝 最 个 数 的 最 天数 。 

向 量 到 关上 所 含 无 关 向 量 的 个 数 能 刍 取 任意 多 时 《 即 对 于 尾 
辣 炸 定 的 白 然 数 mn， 三 中 且 个 无 英和 铅 量 存在 时 ) 严 咱 做 无 限 
维和 假如 F 不 是 无 限 维 , 那 未 广 所 合 无 关 向 量 的 数 有 界 。 因 而 在 
个 数 中 有 最 大 数 mw, 这 时 了 时 做 有 限 纵 ， 寿 让 称 % 为 它 的 杂 数 
{dimension), 用 记号 dim 了 =ww 洗 示 。 

假如 dim 六 =w, 含有 %w 个 无 美元 加; 各， 因为 中 任 
访 {3 十 了 个 雹 不 是 无 关 , 所 以 假如 zz 是 上 广 中 插 意 元 , 那 未 21,…， 
zm 于 成 为 机关。 因 丽 2E Lo， 9] ( 例 和 。 所 以 下 一 [ 
zj] ， 即 玉 是 由 和， 4 生成 ， 象 2 PP 和 这 梯 , 丰 中 无 美的 
生成 元 :时 做 上 三 的 基底 。 一 一 总 车 以上 印 得 下 面 定理 。 
定理 5 "条 向 量 空 阳 有 由 % 个 向量 构 而 的 菇 碟 。 


十 元 美 隐 合营 Tt FE 都 不 荐 0, 刘 Ty 9 人 人 之 熙 。 


II 


hE 


5 转 性 无 闫 , 米 性 相关 , 检 数 , 莫不 只 

酌 在 ?下 由，{16)9 eey wy ne 成 为 - -个 起 区 . 在 下" 中 4 el: eey 
2 成 淄 一 个 直 工 。 和 人 税 分 别 中 做 "KKK" 的 自然 基 店 。 

对 1 %w 亲 问 量 空间 是 % 个 工 亲 空 昌 的 于 和 和， 

证 明 假定 dim 让 =%, 因为 刻 有 出 % 个 元 和 槐 成 的 基底 友 ， 
为 [gj 有 由 一 

个 下 构成 的 基底 ,所 以 它 是 1 座 的 。 

对 2 体 丘 上 冯 准 何其 空间 与 “ 拓 同 构 ， 

证 明 当 dimnF 交 时 , 裔 三 的 基 感 是 2 py 过， 于 林 ezEF 
可 订 叭 一 地 扫 成 和 gi 十 … 十 6 的 形状 。 这 时 命 了 (一 Op， 
hl 显然 了 是 自 玉 到 '* 直 的 同 构 钼 射 。 

俩 和 I， 

条 3 假定 下 是 F 的 子 空 间 ，dm 丰 = 四 dim 市 =m， 邦 未 
各 果 训 -me 直下 = 计 

狂 明 ”因为 dirm 三, dim 下 和 分别 是 广 ， 证 中 无 美 向量 的 最 大 
个 数 , 显 然 玉 二 = dim [on =i 有。 

假定 下 的 基底 是 ea 于 一 了 Zn] 如 时 信守 珍 ， 
瀑 ) 就 有 含 于 了 而 不 人 台 于 不 交 问 量 wma 这 时 二， fem) Cmt1 无 
关 ! 完 理 2，())， 所 下 六 一 和 

丢 熏 假定 证 吴 广 的 子 空间 , Gm 一 n, dim WW mm,n>7m， 
各 时 二 ，… tm 是 入 的 一 个 大 感 , 那 就 可 以 添加 如 一 台 个 向量 
2oi37 7 80 和 司 的 基 放 (由 定理 5 及 定理 必 

聚 5 在 系 4 中 ,者 如 WI [empry…; 2, 王 未 六 = 和 外 刺 '， 
邹 六 的 任意 子 空间 由 是 大 的 这 和 关子。 

证 明 ”因为 入 # = 和 二 二 Dm 十 和 om 十 和 十 和 on 
c+ 所 凡 = 二 WI'， 及 慨 如 玉 蚊 y= 上 十 二 mbm， 
Wy a0 
==0, 所 以 y= 一 0。 于 是 开 , WY' 无 关 . 因 此 广 = 本 中 证 "(证 华 ) 
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恨 定 下 是 广 的 一 个 子 窗 前 ,对 于 2 YE 广 ; 各 和 一 y 世 生 ， 
艺术 zy 是 做 关于 mod 取 相合 。 写 成 #==ylmeod 研 )， 假 如 
0; Ye-0 mod 二)， 旺 然 -Fys0，Xzs0Otmod 仇 )， 
关 个 向 草 5， x 自足 
Dmod 全)=> 和 一 … 一 Ar 一 D 
时 ,时 做 关于 mod 到 稿 性 无 其。 
命题 4 很 省 坟 ， wa 于 mod V 各 以 无 关 , 那 末 
( 主 ) 潍 从 粮 性 无 关 。 
《五 ) 它 的 任意 子 集 合 刀 mv， $j 也 关于 mod WW 缕 性 无 关 。 
【iiiy Wi= 22， 
征明 ”由 多 性 无 基 及 关于 mod 玉 线性 无 基 的 定义 分 能 容易 
地 证 明 {( 全 后 ,容易 的 证 明 淹 略 , 蒂 蓝 者 作为 练习 是 来 考虑 ) 。 
定理 各 假定 7 是 向 量 空间 ， 醋 基 它 的 子 空 间 ， 吉 果 qim 六 
一 mo Qim 下 一 mm， 那 末 六 中 存在 (wm 一 mmr) 个 甘于 mod 开 纵 性 花 英 
的 向 量 、 
钙 明 ”定理 5 系 4 中 的 (4 一 mt) 个 癌 量 zmw19…s% 适合 这 条 件 。 
例 ? 根 定 本 是 和 的 一 个 国定 子 空间 ， 那 未 关于 mod 证 的 相合 关系 是 
你 价 关 科 。 好 2 二 2; 2 一 yy z=y 引 sd 二 a( 在 这 些 “ 才 合 式 " 中 才 
把 mod WY 省 略 )。 当 ww 二 y# 时 Y 关 于 mod 下 的 相 含 类 与 y 关于 mod 正 的 
相合 类 叫 红 相 间 。 2 关于 mod W 的 相合 类 用 人 w 或 简略 屯 用 (四 才 示 。 因 
XW Try YY 所 以 由 (C+ 扒 二 (2) 十 (的 避风 
二 Xr) 能 够 定义 相合 类 的 和 及 效 明 人 税 。 息 如 这 幸 定 义 , 那 末 租 合 类 就 成 为 下 
小 向 量 空 疗 。 它 奸淫 玉 美 于 mod 到 的 商 空 间 ， 用 F/T 小 示 。 特别 ,如 果 
dim Va dim =m 那 未 dm VAW 一 # 一 坟 ( 定 理 台 的 证 明 中 和 sd …， 
wn 的 相合 类 人 en， pw (2 构成 下 /下 的 基点 )。 
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作为 8&2 的 继 入 , 在 这 里 就 瑞 射 或 对 应 的 概念 及 记 法 葵 予 一 


| 对 | 


$6 关于 映射 中 
艇 的 遂 明 。 
访 者 想 已 匈 道 象 下 面 这 样 关 于 本数 "的 定 尽 。 
“对 于 之 的 务 个 值 ,对 庶 的 Y 值 确定 时 ,时 做 必 的 数 ,写成 
Y=) 
象 这 痒 讼 时 ,29 当然 认为 是 才 示 “ 数 ”, 所 请 “ 数 " 就 意味 是 普 
通 实数 (用 我 们 的 记 庄 ,YE 可)。 
依照 画 数 疡 了) 不 一 定 定义 
于 所 有 的 实数 ( 例 加 vw 限 干 在 
实数 范围 内 考虑 时 只 有 当 230 
时 址 有 定义 )。 于 是 Fe) 定 穴 二 
鞭 > 的 第 合 ， 这 样 的 集合 是 做 太 
的 定义 域 (domain), 对 于 定义 域 图 6.1 
生姜 的 西数 户 称 忆 = {fF(2) ;2 了) 为 了 的 值 域 (range) 。 所 有 对 
于 2 的 一 个 值 确定 两 个 以 上 f(%) 的 值 的 画 数 ( 象 f(@) 一 士 2 ) 
称 为 争 什 画 数 。 但 今后 为 了 简单 ， 只 丽 夯 数 时 总 是 意味 单 值 画 数 
:不 是 多 值 的 , 朗 对 于 z 的 一 个 箱 , 只 确定 一 个 唯一 的 (lw) 的 值 ) 。 
于 $2 中 已 注 帝 到 ,在 我 们 的 代数 学 中 交 字 不 一 定 表示 数 , 并 
且 还 设 过 , 代数 学 的 对 象 是 具有 某 种 代数 车 构 的 集合 ， 即 代 数 系 。 
因此 现在 开 姑 来 过 虑 完全 一 般 的 集合 。 
假定 并!， 并 是 两 集合 ,如 玉 对 于 型: 中 各 个 元 sx,， 可 以 确定 
出 好 中 元 y, 计时 ,我 们 就 说 答 定 了 自 型 ; 到 并 ;的 上 映射 或 对 应 。 
这 了 映射 或 对 应 用 表示 时 ， 对 于 3E 和 所 硝 省 《也 叫做 “对 应 "于 
二 的 关中 元 就 用 了 (ls) 表示 。 
在 微 积 分 学 中 万 讨论 的 西数 都 是 自 半 一 屁 到 形 一 及 的 映 
射 (在 复数 两 数 答 中 考虑 型 := 形 , 二 局 的 情况 )。 在 一 般 和 货 合 情况 
也 有 仍旧 使 用 画 数 这 个 名 词 来 代替 映射 或 对 应 的 ， 但 我 们 将 以 使 
凡 上 马 射 这 个 名 前 为 主 。 
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与 画 数 的 情况 同样 ， 也 考虑 "多 值 映 射 ”。 但 当 我 们 单 说 晓 射 
时 由 夫 定 是 单 人 里 射 , 妆 对 于 各 


i 个 EE Ns， 了 (2) 是 唯一 确定 的 。 
(TAD 汉 美 于 陕 射 ， 也 考虑 定义 城 
7 _ DC jn 及 值 域 RC Ms 的 情况 ， 
但 白 “37; 到 于: 的 映射 了， 如 果 
图 6.2 不 预先 十 明 ， 我 们 规定 五 = 4Wa， 
郎 f(z) 证 文 千 Mr: 中 所有 元 。 然 而 常常 不 规定 玉 = 3。 特 判 ， 
RB 一 条 2 上 时 ,了 时 做 ( 自 3) 映 戌 好 的 映射 或 到 Ys 的 全 射 。 为 

了 表 东 了 不 一 定 是 对 血 ,党 称 它 做 ( 自 如 由 映 入 科 中 的 映射 。 

例 1 假定 W 是 #3 中 一 元 ， 对 于 Wi 市 任意 元 4， 如果 规 定 了 (2) 一 加 
那 就 得 到 由 271 到 Ys 的 一 个 爱 射 。 它 吓 葵 以 %% 为 入 的 常数 映射 。 当 1s 有 
两 个 以 于 之 区 时) 它 就 不 是 一 射 。 

例 3 假定 起 一 如 一 于 ， 对 于 壮 中 种 个 元 如果 使 二 zx 自身 对 诬 ， 那 
就 得 到 和 月 于 到 于 下身 的 驮 射 。 它 中 做 基于 下 的 恒 等 映 射 用 oa 南 示 。 
ea 一 抽 定 联 针 中 休 射 。 

当 了 Da 时 ，f{F(m; 2E 0} 是 机;( 立 盘点 说 是 如 的 子 
集合 ， 写成 (三 )， 时 艇 014 关于 了 的 条。 (jz) 也 时 做 2 的 象 ， 

只 由 一 个 苑 构 成 的 集合 与 这 元 白 身 常 不 加 区 别 。) 双 Ms 二 机 > 
时 ,0; Fe) E 弄 分 是 型: 的 子 集 合 ,写成 广 :全 ,由 做 对: 的 原 
乱 。 对 于 2E 到 广 : 的 站 二 与 9 不 加 区 草 ) 守 成 广 ?(9)， 也 是 
做 Y 的 愿 象 。7 (四 是 开 s 中 汇 , 但 广 : (不 是 和 i 中 元 而 是 于; 的 
子 集 会。 假定 玉宇 情 ， 如 此 gE 于 一 R, 那 未 广 ! = 有 对 二 
YER， f(y) 六 由 自如 对 于 吾 中 任意 元 9, 如 果 f(y) 总 是 只 
由 一 个 元 构 底 时 ， 开 示 了 对 伊 一 对 一 的 映射 或 单 射 。 假 如 f+(y) 
一 ,最 然 Je) “vy. 于 是 了 (9) = 二 时 ,如 果 写 碟 7 (9) 一 6， 
那 末 当 f 是 单身 时，f"! 就 是 自 且 到 WW; 的 人 至 射 。 假如 了 是 全 身 
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和 同时 浆 是 单身 , 那 玉 了 叶 居 鲍 单身。 

例 3 i 是 由 有 限 个 抑 构 店 时 ， 帆 定 有 自 地! 到 六 的 到 单身， 那 末 212 
臣 由 相同 个 政和 的 花 所 构成 。 

全 WN OM SR=AW) DA) SY), 

MOO UI EO ACY) DF) 

全 8 HD) =nN RR). 

例 6 WoW FO OMNIO. 

例 了 MOU) ) fs. 

发 了 是 上 月 1 到 并 ;的 鼎 射 , 当 型 1 它 弄 : 时 ,如果 对 于 %E Mi; 
使 FE 型 与 之 对 应 ， 就 得 到 自 1 和 六 ;的 上 映射。 这 上 映射 是 
做 了 到 31 的 丘 小 ,用 Pi 表示 。 与 这 相对 ，f 了 有 时 时 做 了 | 并 1 
到 型 ; 的 扩大 。 显然 由 了 能 够 确定 站， 但是 由 了 | 一 般 就 
不 能 确定 。 邵 当 检 坟 和 Hi 前; 时 织 辐 Fo 也 可 能 和 
7 了 | 和 9| 开 1， 当 型 :一 4 UNIT 时 ,假如 得 定 了 Pa 及 了 WY， 
那 末 了 就 确定 了 。 这 些 车 虚 在 定义 映射 时 总 氏 求 它 的 性质 于 将 一 
再 利用 。 

把 自 到 到 条。 的 陕 射 了 表示 为 

f:Wi 一 > WM 或 WW 一 > M, 

7 9 一 > 音 味 着 两 个 部 是 目 型 : 到 于, 的 映射 。 所 请 fg 
是 祖 同 映 射 (f= 四， 当然 是 意味 着 对 任意 wwE MH; 有 {2) - gl(z). 


假 妈 FN Wa, fa Ma —> Ma, 
或 My Ms > M,, 


于 于 swE 形 : 使 与 fo 和 27) 忆 开 s 对 应 , 就 得 到 月 囊 ! 到 形 。 的 屿 
和 用 fa 三 简略 :二 用 Ta fi 表示 。 即 
fof1 (x) = fafi (tw) = fa f(y)), 


全 因为 了 ND 是 于 1 关于 了 的 条， J"TO (ND)) 是 了 (M7) 的 委 条 ， 显 然 它 包 省 
和 而 徐 于: 包含 ; 朗 芭 二 六 ID 二 -村 漂 着 注 
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这 Jacf1 对 做 映射 广 , fs 的 衬 含 。 再 由 


Mi > Ma > Ms > NM,, 


就 得 到 上 自 型 : 到 并 ;的 映射 ao (faofD 扩 (faof2) oi. 关于 此 ,有 
fort fasofD) = (faofa) ofs. 
实际 于, 湾 两 边 各 等 是 意味 着 对 于 任意 “EE 型 +， 
(Fao tfaof1)) (w= (Faof 2) of 1 {vr), 

这 两 过 显然 都 等 于 fstfz(f1(%)))。 这 结果 虽 简 单 但 很 重要 ， 战 
特 列 为 下 述 定 理 。 

定理 7 对 于 映射 的 宰 合 , 娃 合 秆 威 立 。 

例 8 FM ,feer, =fy em of = 

例 9 假定 让 3 一 > 著 ; 是 全 单 射 ; 那 末 1 Ms 一 > My 村 且 1of 
ey or 一 eg 

例 10 假定 在 Mi -了 ar 
三 tu; 那 末 万， fs 莉 是 会 单 射 人 0 。 
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在 前 节 吓 叙述 完 至 一 般 和 集合 加 的 映射 ， 信 是 考虑 代数 么 并 的 
映射 时 ,当然 就 妥 涉 及 到 它 的 代数 辐 构 。 
例如 41，4, 是 具有 相同 基本 运算 的 代数 系 , 着 且 在 基本 运算 
中 有 用 十" 事 示 的 加 法 。 访 了 :4 一 > 42, 对 于 轴 的 性 意 防 元 
2 3 果子 (2 十 及 一 帮 2 二 Fo， 导 来 了 明和 伍 “保持 划 庄 ”保持 
所 有 考 本 运算 的 陕 射 呼 合同 态 映 射 。 癌 态 映射 又 是 至 单身 时 , 就 
时 做 同和 攀 映射。 假如 有 和 击 到 出 的 同 构 上 映射 , 那 末 4 与 如 呀 
做 同 移 。 这 事实 者 已 在 84 名 远 过 。 
各 ”首先 六 产 硬 是 休 射 , 这 是 因为 假如 7 荐 s 中 生意 洗 ， 因为 疡 一 eafy 所 
不 扩 症 站 一 站 ) 一 坟 好 全 六 + 册 元 疡 (全 的 和 象 , 所 以 六 是 宗 躺 。 挤 样 记 也 


大全 射 。 习 慨 如 zaE 下 1 六 人 一 万 (1 那 末 ja) 一 faf1itrp) ,好 v1 一 wa 
扬 具 六, 13 郡 是 单身 。 一 一 痢 者 竺 


Ta 1 
-> A > Ws 中 ， faeF1 一 hr es 
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所 峡 著 性 映射 ,不 得 是 向 量 空 间 之 癌 的 和合 访 映 射 。 朗 记 ; ， 
是 间 一 个 体 玉 土 的 两 向 量 空 闻 ， 了 是 自 记 莘 Vs 的 映射 ,这 时 对 
于 全 的 任意 苑 xz, y 及 五 的 任意 元 和， 如 果 
fw =F FD, 《7 
f 000) -if 四 .9) 
成 让, 那 琳 了 如 做 自 玉 i 到 六 的 线性 映射 条 。 自 下 到 了 的 线性 
峡 诸 全体 的 入 合用 羡 (1， 9) 表示。 

例 1 向 营 襟 间 Pa 的 得 等 耿 射 er, 耳 自 天 到 之 自 身 的 杀人 往 晓 射 (实际 
是 间 构 照 了 有; ey ,ER FD. 

例 2 把 7 中 任意 元 对 应 于 Fa 中 元 0 的 常 葱 台 射 是 &(TT Fa) 中 元 ， 
这 腊 射 部 为 Dr 或 简 记 为 0。 

倒 3 对 于 :下 中 元 售 ， 使 它 的 第 一 - 玲 标 与 对 应 的 陨 射 
是 是， 1 下 ) 中 元 。 流 映射 中 做 “第 一 些 标 上 的 射影 ”。 辣 样 ;对 于 1=2, 3， 
证 标 霸 的 射影 ”。 这 些 都 是 (下; 本) 中 元 。 

倒 4 假定 六 = 和 Ti 狼 … 作 Ty, 屠 末 xET 能 能 唯 -地 写成 十-… 十 2p， 
TE 的 形式 :这 时 * 对 于 使 与 下 对 应 的 驮 射电 做 自 下 到 TP 的 射影 。 它 
是 807, 玫 人 中 元 ( 例 3 是 它 的 特殊 情况 ) 。 

例 剖 FY 是 FF 的 子 空间 了 时， 对 于 ET 使 与 :0 w(x 甘于 mod 政 拘禁 
合 类 ，§5, 俩 站 对 应 的 申 射 是 做 自 和 到 商 空 惠 F/W 的 自然 映射 。 它 是 
如 人 P PY) 中 元 。 

同和 假定 (oa 0) 是 人 3 人 的 一 个 排列 {例如 %=3 时 ， 


+ 志 ， 
(pipatas( 313) 等 )。 这 时 对 于 豆 " 中 元 ( : ) os : jr 
En Eo 
元 4B， TCI) == Fe。 
例 ? 对 于 了 E 如 ([ey bj], 号 ) ,使 与 它 的 导 获 数 .A'E 和 (Ta, 町 ; BR) 对 应 
的 映射 了 D 是 向 向 量 空 三 @ 到 山 量 空间 加 的 多 性 上 蓉 射 ，D7=7'; De Rt@， 
Co) ， 


稳 。 炎 性 映射 又 叫做 线性 作用 素 , 旗 性 运 兽 子 , 条 性 其 子 。 特 别 ， 体 五 的 粮 性 喘 
身世 也 短线 性 迈 画 。 


30 第 1 章 六 性 代数 


一 般 ， 对 -于 jE Etfay b], 吾 )， 使 与 它 的 莫 三 么 人 阶 导 贾 数 六? 6 
Got[ey ， 和 许 诬 的 虫 射 用 禄 会 忠 射 站 记 法 写成 De Do…eD, 简 于 为 区 
Ch 个 ) 
坦然 Dre "i, 区 0 (he) 站 


耽 当 En pi pa 9 PEREGO 时 由 AF = DIF oD pt DF 
二 ef 定 文 季 映射 ECE Gy) 。 这 4 下 为 4 二 D4+pDi-1+ 十 px 
二 + x» 
例 8 对 于 FE&oCLa 站) ;使 与 [rare 大 对 应 的 狂 射 工 是 由 
向 量 罕 | 辣 总 ?到 向 域 宏和 着 站 起 性 且 射 (本 人 性 活 图 ) 
1 ds, TER, RB). 


关于 区 村 峡 身 , 面 的 定 午 成 六 。 
定理 8 慨 定 是 自 向 量 襟 了 内 广 独 广 :的 矿 性 上 蚂 身 ， 玉 是 
i 的 子 空间 ,2 是 Fa 的 了 等 关 , 瑞 末 f(D 是 的 于 空间 ， 
广 人 F3) 是 六: 的 子 室 间 。 
总 太太 :的 于 空间 的 集合 分 别 用 必 ， 匈 。 者 未 , 及 末 
WIFI TD EV,, (7 .3) 
RIF (2) € Wl. (7 .4) 
这 意味 着 了 时 王 (0) ER, 
中 明 妥 证 其 (7.3)， 只 要 庆 明 (VD) 3% yi 二 十 WW'， 
Az EAD 娄 可 。 由 FF 的 定 六 ， 存 在 ww'= 了 2) y= 了， 
和 ED 这样 的 x， gy， 因为 多 EE 所 以 w+y IIEY1， 观 因 
为 JESUa FD, Ro ty fF8) TF = et EEF, 
A 二 EY) 07 可 辐 梯 地 证 明 。 

鲍 9 概 定 例 7 了 中 的 腊 儒 是 万 那 林 1=Dt 寺 pf 一 pC， 
0) 对 村 的 出 晤 C2) =0 这 样 的 汞 数 户 ;4-1(0) 成 为 的 子 窑 阳 ， 
部 阶 线 作 微分 廊 程 

Cr Fp pT = + 
的 解 集合 是 &" 的 子 室 间 。 


ani 
人 十 tp = 
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机 于 六 ER 和 FAN 要 1E 互 , 定 祥 了 上 97 和 于 :了 二 9 是 

便 的 元 2 与 1 的 元 Fo 十 9t2) 对 应 的 映射 , 即 
(fF+I) Cm) = fn) g(r) 
而 入 fF 是 使 让 的 元 氏 与 了 的 元 和 Ftw) 对 应 的 映射 , 朗 
MF) Cm) 一 人 大) 。 

命题 5 对 于 上 而 定义 的 加 法 及 数量 积 ,30i, Fa 下 为 开 上 
向 量 空 尚 。 

三 明 旗 明 88 中 条 件 A, 了 3 在 现在 的 情况 下 成 立即 可 。 例 
记 扣 可 象 下 曾 这 样 来 证 咖 : 

(fF FO 一 大人) 9m) gm FF) 一 (8 十 方 他)， 
因为 和 对 于 件 章 ET 成 下， 所 以 9 一 9 。 对 于 A23~5， 
Bl~$5 岂可 回 样 验 征 。 特别 ， 总 (ia) 中 二 元 是 以 0 为 值 的 党 
数 上 映射 。 

命题 8 假定 fER OT PD， JERCOV， Fs)}， 闭 未 9of 
ES Vs). 
证明 显然 gof 是 魏 V! 漳 户 的 映射 。 由 下 面 的 关系 部 知 世 
是 线性 酌 射 。 
(gof) wt = Fr) Co) +f ) 
= +o (a) 
一 (ge 六 (二 (ge (), 
(gef) Go] 一 9 一 DO) 
一 X9fCFsw)) = gof) Cm). 
命题 7 假定 f, i faERCF ,Va), 9, 4 Ga EN Fs), 
那 末 
go ft fa = (gf (gf ， (7.5) 
(gt ga of = gf) + (9a), (7.6) 
古 明 ”对于 任意 2E jx， 
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{ool Fitfa)) (om) =g( (fst fa) to)) 
—#CFitt) + fals)) 
= of1) (2) + (9°fs) Ct) 
— (gofi tg°fs) (2) ， 
所 盟 中 . 司 盛 立 。 习 .人 旬 台 够 同样 放 肯 。 证 华 ) 
在 命题 5, 6, 7 中 氢 加 汰 虚 太一 本 Pa =7 的 特殊 情况 ， 那 
来 ,RT 下) 是 太 上 向 量 空间 ， 对 于 其 中 任意 两 元 f, 9, 9g?f 
中 (PP。 尘 是 关于 写 的 宙 合 及 加 法 ,下 面 丙 个 务 配 律 
Rotf +9 —haf thoy, 
(f+ oh=fohi ghtf, 9 REL, VF)) 
刻本 。 再 对 于 任意 和 EE， 显 乱 
入 人 站 = hg) of = 9° 0h) 
一 般 ， 在 加 群 S 中 任意 两 元 m 3 之 癌 定 头 民 于 “十 ”的 算 肉 
“0 而 zog 人 EB 当 
业 合 律 (reg of— wo (Yo2), 
及 分 配 律 (wT oF— woz os 
go (wy) = 
成 章 时 ,5 时 做 闫 于“ 十，o” 成 为 环 。 在 环 驴 中 ,游玩 省 
交换 律 Woy yop, 
惠 BS 就 时 做 可 撞 环 。woy 总 是 作为 玩法 ”, 表 为 wy 的 形状 。 可 换 
环 不 外 是 加 减 磁 法 能 够 如常 施行 的 筑 合 (在 53 定 义 的 体 , 世 可 以 
襄 是 “内 法 也 能 驶 如 常 施行 的 可 模 环 ”) 。 
伍 五 上 间 最 空间 7 当然 是 邦 群 , 候 忆 如 果 是 环 , 并 也 对 于 尾 
意 xE 瑟 ,zyED， 


Nw) = oy wp Ay) 
盛 宇 时 ,期 DV 计 做 上 代数 。 
5 用 这 定义 ,上 面 记 考 察 的 事实 可 爱 达 如 次 : 


$7 亲 镍 史 射 83 
命题 8 如果 玉 是 这 上 向 量 空 葬 ; 划 人 CF, 让 是 太 上 代数 。 
以后 将 了) 写成) 。 R(T 电 元 世 野 区 了 的 续 性 变 

挤 , 


例 10 莹 烙 至 休 的 生 合 { 土 *}, 侦 狼 全 体 的 委 合 {十 2%), 一 艇 整 灼 五 的 
信 数 全 你 的 集合 ! 土 km) ; 按 普 通 的 加 法 慎 法 表 成 六 坏 。 上 面 黄 个 放 分 四 叶 居 
整数 环 与 仿 数 环 。 

例 往 在 环 中 ,居于 任意 元 ”使 名 一 56 一 2 这 样 的 元 。 (单位 元 ) 不 一 定 
存在 ;但 是 假如 存在 , 正 训 只 有 - -个 。 

1 是 莹 闭环 的 单位 元 , 但 数 环 的 单位 元 不 存在 。 在 名 (TF) 中 秆 等 对 身 
er 是 单位 元 。 

例 坊 答 有 单位 区 的 处 申 :对 于 任 总 元 2 笋 22 二 x- 二 二 8 这 样 的 元 
ztZ 的 遂 和 元 ) 不 一 定 存 在 ,但 如 果 在 在 , 悖 它 对 于 z 是 唯一 确定 鸭 (更 许 翻 地 
训 : 在 wx'=s 中 如 蜡 存 在 的 逆 苑 , 章 末 x' 就 是 x 的 道 元 ) 。 在 整数 环 , 对 
杆 蜡 于 二 的 元 ,省 元 不 伍 在 。 在 号 () ,上 权 当 EX(T) 是 公 单 射 时 ,的 东 元 
在 在 ,了 7 是 它 的 道 苑 。 

鲍 18 人 C 是 以 1 i 一 Y 一 1 做 基底 的 忆 上 二 礁 向 量 空间 ， 并 且 是 代数 。 
(RR 壬 身 当 然 是 ER 上 人 代数。 一般, 体 下 息 身 可 以 看 成 玉 上 代数 -) 

例 14 招 笔 去 基体 ， 续 的 基 殴 用 人 说 疏水 ;在 二 中 元 之 有 i 由 
下 列 潜 系 定 尽 潍 于 : 

说 = 和 一 了 = 一 1 时 一 天 一 有 殷 一 一 局 = 本 二 一 证 二 站 
— 和 ,i aT i tah, b=BotRii+ Bojt Bekiaey BE EK)D, 
ab= (ro0Bg— e181 — tafa— cata) FT (oof ifn + tiofs — spa)i 
+ (mB tao + watr — Be jt+ (oofs + aspot op — Br) 
那 末 ! 琶 成 为 代数 。 这 样 的 代数 用 名 ( 瑟 ) 表 示 ， 是 微 体 五 上 四 元 数 环 (Gua- 
tunion algebra)。 在 总 (下 ?中 荆 一 二 0 二 Do 二 0 下 是 单位 元 。 

在 日 ([ 玉 ) 奖 元 各 十 ea 十 gj 十 ge 中; i 一 9 二 3 一 0 全 体 的 集合 关于 加 
法 乘 法 是 与 体 下 周 枸 。 因 丝 ) 假如 殷 mg 七 Di 二 0 二 EtE) 与 四 E 互 * 同 
样 硼 竺 "于 就 可 以 认为 旬 ( 下 } 二 下 ， 

对 于 &=o0t+aniTonjt a E (EE) em 的 东 
塌 元 。 由 上 疝 尺 法 定义 ,容易 得 知 

ta -44 一 中 十 骂 士 哈 十 中 EEE( 在 上 速 的 登 义 ) 。 
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特别 , 慨 定 下 = 号 而 考 碟 有 吾 1 旺 然 ga 一 Das0。， 凤 此 :如 了 二 1 


那 末 全 EQIE}Y， 守 -= 名 -证 5 的 道 记 4-1，。 玉 庄 Q(RJ 恰 
[ur [a 伍 区 取证 


汪汪 的 交换 律 之 外 满足 休 的 公 本 :多 这 梯 的 体 , 叶 做 莫 可 捣 体 (在 按 广 泛 的 总 
穴 下 也 有 把 非 可 当 伟 包含 在 内 而 殖 称 为 ' 体 ?的 ) 。 

人 允 成 芒 体 时 砷 绑 可 除 代 数 。 责 上 可 除 共 数 巨 红脸 有 RR CR) 
个 Crobenins 定理 ] 由。 


i 


#S8 矩阵 表现 


本 闻 讨 花 有 限 灵 向 量 空间 ,假定 dm 人 =n dinlF :一 加。 

二 8 6 定 挫 5, i 具 契 四 咒 个 苑 构成 的 基底 Wy Car Cn i 
i 中 每 个 元 Ea 能 使 唯 邱 表 为 E11 -+ Ec 专 拓 五 的 形状 。 
1 
: ] aaamn 三 到 五 "的 加 
En 
杨 鼎 和 针 。 这 同 构 陕 射 用 gp 者 未 , 即 


右 
piz)=| :|， 
二 


(DD) 里 做工 关于 基底 {81，…， 4 的 侣 标 。 在 有 必要 至 朋 直 底 时 ， 
把 多 写成 Pw, ms tn}, Ea 时 做 关于 基底 (ea | en) 的 誉 标 票 。 
同样 ,假定 FF 的 一 个 基底 是 六，…，po: 由 它 确 定 的 六 的 举 标 条 


假 和 加 对 于 2, 使 下 "中 元 | 


用 由 表示 : rr 了， 
， | 

现在 假定 了 E&F ,了 Va), 由 前 节 命 是 6，. 中 je |s 
Wof op TE LCR, EK), A 


宅 是 自 一 "到 五 ”的 铅 射 ,用 王 才 示 .下面 我 合 米 着 虑 二 具体 的 
表现 。 

和 在 于 .了 . 床 滩 什 闫 " 高 等 代数 教程 ", 柯 冲 误 ， 涡 鱼 教育 出 版 社 出 厂 ，$ 58， 
一 一 译 者 注 


88 类 简直 现 3 
假定 天 * 的 自然 共 底 (6 俩 到 是 6 5006， 太 " 员 一 般 元 


6 
1 等 于 富 S44， 由 自然 基 兢 所 确定 的 到" 的 坐标 系 对 做 自然 
过 

坐标 系 , 用 yo 表示 。 


名 
(ee 
二 4--1 

Ga 


-ep (fp! ew)), 


由 的 意义 , 三 然 ptery more 加， 因此 ， 上 支 右 动 成 为 
> Ej(f(ap))， 现 在 假定 小 (Fen) , 邵 Fe 关于 人， b) 
的 坐标 是 


oik 
Flan) -| |, omE kK, (8.1) 
Crmk, 
者 未 
YD) arty 
二 RIE = 
¢ 由 3 crane 
k =- 2 -| 滞 KOK ， 
€, Di 如 
DD and 
KE=1 
郎 敲 


1 7 3 
四 if Cw) 关于 (Bi, "y 人 的 坐标 ) 7 (8. 2 
和 多 


36 种 4 牵 次 性 代数 
那 末 


3 一 全 nba 人 二] +， mm) 。 (8.3) 


于 是 也 交 共 体形 状 , 可 以 用 把 @. 尹 的 4% 个 m 稚 级 向量 模 排 成 圾 


fe Hs i Ok In 


Car Mag ep Can 
a ， 
。 ， QE (8.4) 
CT eg Cr t 
\ Cn i Tak Ci 


来 烙 赃 , 因 昆 (38. 本 表 为 


: 人 earen 
Ol 2 oa & * 


Cay Msg a ea 
HH : +: : , 
+ 
On One mp / Ei 人 
1 


象 铝 . 届 这 种 里 到 中 元 形成 的 卖 叶 做 区 中 心 4 ,m9 型 得 隘 ， 行 
向 性 {ans qr am 时 做 写 芍 往 主 行 。 (8. 二 的 右 这 的 刻 向 量 里 
做 写 的 第 无 列 ，orx 尾 做 ' 蕊 的 全 局 元 素 。 特别 ，m=-n 的 短 隘 上 呀 
做 名 报 方 随 。 在 方 阵 (op) 中 oy Saagy yn 了 惠 做 主 对 角 梦 元 
寄 。 交 短 阵 也 党 常用 一 个 交 字 表示 , 写 戊 

ol Og A 
Pe 
Hn Fina Onn 
页 短 际 六 = fo = 《Da 兴 m=m Wn, om Bi 
= 工时 再 限 了 这 时 咋 做 相等 
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酌 1 KK* 的 第 一 绎 标 上 的 射影 ， 如 时 条 直上 自然 坐标 可 以 用 红 , "7) 型 短 阵 
局. 0 …+ 人 大 示 。 

例 2 在 前 节 例 6 中 的 ray za 9 2 ;时 果 深 取 E* 的 自然 坐标 可 沁 
用 二 yw (2 V9) 《az 的 各 元 素 基 工 而 其 他 元 求 都 是 0 的 和 粉 耻 去 
东 。 芝 短 障 记 为 了 Czy ra 3 2 例如 各 


蛙 别 ; 王 纪 2 一 (Bir) :但 5 0 Gp) 1 Bx 中 做 玉 TON BGKeT 的 有 - 


库 数 。G) 叶 做 +* 裔 单位 答 阵 ;用 瑟 ,( 或 简 晓 地 用 怒 雪 示 。 

其 次， 者 讲 与 前 年 中 所 讨 散 的 线性 爱 射 向 算 渤 对 应 的 年 陈 地 
的 算法 。 

长 中 元 构成 的 ko 由 型 短 障 全 体 的 集合 用 好 (ay 全 天) 求 
示 - 由 上 述 态 法 ,对 于 任 音 了 E&F Fa ,对 应 一 个 ENR, ni; 
kK) , (这 里 固定 Pi, Ts 的 学 标 系 PI Pa 以 王 肚 时 把 全 (yl a) 3 
于 (my mn; 五 ) 分 别 略 记 为 &, 时 .反之 ,对 于 尾音 


Ga ~ Bin 
如 一 : : CM, 


Ba i Br 
只 有 一 个 gE 在 在 ,适合 


攻 这 时 TT(8,1, 2 鸯 淹 条 el iea 二 tg 十 81 十 tacz, 于 时 


‘0 0 1 
ro-[:] rc-( 中 ver] 
1 0 


所 以 


一 一 钥 者 注 
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Bir 由 ig 
出 (8 Lor) ) 一 : | 炳 9 lax) We : 3 
局 mr Bg 
Ek Tn (8.5) 
实际 上 ,根据 (8.5) ,对 于 任意 4 一 误 癌 oxE 也 ,gwi 币 


9 0 -7( 训 Sr ) = Eng an), 
确定 ,这 样 定 尽 的 4 易 知 是 加 性 映射 。 
于 是 ; .上 带 的 与 疯 之 园 的 对 应 是 一 必 一 的。 模 据 这 对 应 ， 
当 上 全 天 一 (om ;9 嘻 G= (B88) 上 时; Ff 十 gfFEY 与野 中 怎样 的 
筹 串 对 应 ? 
关 -F 这 ,假定 


fed Br 
vi -| :gt =| :1, 9, 
局 ar 


基 碟 (tar (aap) 部 可 。 亲 为 
Wotf ia) se) = arn) 二 十 WCG 


CGI 十 应 下 
人 

Co 十 Pink 

Xi 
ono-| \ ) 

大 人 


Au Bi | 


Wo , 


所 座 


$F Fp 1- | : 
m1 十 Bi ji 十 霹 ia 
一 (oz 十 好 zz) ， 
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Ma hon \ 
重信 六 "| : : 一 【at 。 


hal hoki 
畦 别 ,假如 入 =0, 邦 未 
O00 .-.. 0 
ye0sp 

0 .0 
汝 下 一 (oo 人 一 081 时 ，(aw 十 Bi 办 态 开 十 全 (ep 写成 AF， 
叉 所 有 元 素 右 9 的 (m,n) 型 和 F 阵 用 Oo 或 外 表示 ,时 做 (m,n 
型 的 ) 乾 矩 介 。 

恤 定 于 的 元 之 亲 的 其 法 及 数量 积 象 上 面 那 样 定 艾 ， 央 为 站 
与 六 之 并 的 对 应 保 序 加 苇 及 数量 识 , 所 以 你 谍 为 与 号 疝 构 的 体 
到 上 向 生 襟 时 ，Ow, 好 然 是 各 的 过 元 。 

命题 9 (Vy VD Nm, n; EK). 

命题 了 0 假定 dim 记 一 nqim 一 襄 ， 其 末 dim Fs) 
= 9 

钙 明 只 电 楷 角 诈 朋 dim (ni 天 )= mm 好 订 人 慨 定 
Bi 只 是 好 间 元 业 是 1, 其 他 元 素 部 是 0 的 (op n) 型 短 陈 ,， 因 
为 mem 个 手 阵 下 1， 百 8，1a ， 吾 棚 据 定 理 2 人 是 无 区 的 ， 
直入 池 中 全 总 元 能 够 表 为 它们 的 线性 租 合 ， 所 内 它们 成 为 并 的 
莽 脱 ， 氏 此 dim 于 (Cn mn 

例 3 假定 1 一 1 一 三 ;有 一 wy dim 开 一 8 屠 末 40) 守 和 fm 9 KR)， 
ddim) 二 册 ， 在 过 阳 物 计 这 市 计 谨 于 (了 的 得 等 膜 射 a1 的 捧 阵 是 1 次 
单 估算 际 产 。 

再 来 看 : 对 于 里 射 鸠 宰 合 ， 对 应 的 饼 基 过 样 的 短 陈 ? 候选 


dini 1 =%, Gm sm dini Ls -bd, HO 


第 1 识 糖 性 代数 
LI Fo DF OF= (m0) ENOm, nn; EK), 
Ss Fe S39 OO- (Bn ENMU, m; K). 
如 了 了 了 :， Fa Ts 的 坐标 有 系 分 别 为 p， 站 7 其 末 


Ye 六 em - xlgl lan)) 
gf 
I, 


40 


Li 
二 区 ‘ol as 5:)) 
拉 
A Li ky 
三 Sang lB) ) 到 站 lp" F 
和 j=- 4 i | 
各 » KF fra,K 
一 x ( )) EF 
了 Bi 1 | Buje 
= | : js : 和 
二 ， 
Bs Bu 
本 此 
FM Bia a > Bisei 
1 "=1 nr 
Ye 六 多 一 -( 忆 Bunr)， 
人 Bi 2 Bm 
了 =1 4 一 工 | 
一 (cur) 的 积 , 写 成 GE 


这 短 陈 时 人 微 好 一 0， 克 
皇 荫 的 和 只 有 第 一 个 矩阵 的 列 数 与 第 二 个 拓 大 的 行 数 相 等 时 冰 能 宕 义 。 


积 的 第 (i 站 元 线 是 第 一 个 迁 阵 中 第 1 行 的 元 素 与 第 二 个 年 竹中 第 下列 的 元 


玄 屈 次 入 滋 约 和 。 


$3 和 矩 生 表现 和 

命题 开 当 F, ,FE Rm ny KK), 0, Oy, Ga Wt (Lm; 
五 7 时 ， 

GF FD GF + Gr,, 
(GF ON FF GF. 

证 明 因为 在 8( 记 ,2 与 (mp; 民 )，8(P ,Vel 与 
潜 i 之 并 的 一 对 一 的 对 应 , 保 
持 加 法 及 禄 合 ( 积 ) , 并 用 基于 只 (Fi Va), RVs, Va), RC, Fs) 
中 元 命题 ?的 关系 成 童 ,所 以 上 壕 的 关 凶 成 六 。 

或 引用 短 障 的 积 及 和 的 定义 信和 楼 计算 也 容易 睹 证 。 

命题 设 于 (tn, nn; 下 ) 成 为 尺 上 代数 ,作为 代 烙 也 与 8(F) 同 
构 。 

以 后 湛 tn; 玉 ) 简 写成 对 (tm, 到)， 

: 。 2 

m4 (so) 1 7 (2 1) (ss 
-上 神 雪 未 沽 际 的 乘法 ( 朗 低 只 限 村 对 (4 7 中 元 ) , 一 般 荐 不 可 交换 的 。 因 
此 ;对 于 名 (六 中 元 出 的 祠 含 来 多, 交 提 逢 不 或 立 。 

傅 蝇 省 寂 E 闭 各 全 在 ) 和， 五 EJiGny n; FE) 时 ; 下 的 4 个 列 向 是 假定 
是 my @ 0 生成 下 = C0 Ga 9 竹林 中 引 障 积 的 定义 就 得 到 

GP=G (0 Ha Hn) = Gar Cag Ga, ) . 
但 Gar 等 是 把 ai 等 看 成 ee， I 型 短 联 的 积 。 很 如 把 五 中 也 个 到 向量 柴 中 写 
戌 五 == (FI 了 9) ,于 入 


GF=G (Fs Fo) = (OF: GF,) . dy 
问 梓 ， 若 他 的 mw 个 行 癌 量 是 4by op， py mp， 把 它们 有 岂 个 梨 中 ， 候 如 


G- (党 ) 于 本 


二 bE 
b bi 好 
: : 3 全 or 

nb mbF 


由 (了 ( 轧 得 


第 1 训 竹 性 代 莹 
G A 
aor-(™) ar op 的 ). (9 
2 ll 


要 妇 加 到 矩 重 的 定 尽 来 洲 虑 , 立 列 知道 


)=G11F +o, (4) 


Li 
Gr= (GGo( 
本 


和 但 是 ,在 这 里 的 则 分 要 探 证 41 让 ， G3 2 了 的 积 是 可 能 的 。 上 以 上 闻 立 。 
证 人 《让 和 得 到 般 寻 下 计算 : 
er-( Gu Fs ¥ Ty Fi ) 
ar Go Fa Fag 
-( Gar Conor GiFyt (aT og | 
Gr ta GaP GosFoa 4 
le \ 
了 

例 6 把 例 2 的 也 (rz pay …s vo) 写 成 | | 如 果 


ng | 
也 
= 2 E Mn, rR KY), 
ab! 
于 本 
Fuh 
1 
Per voy ry yu) HF = - 3 
vmb 
yr yy 下 的 全 玫 桂 To 
ol lm 人 证 当 Qe Hay "ns Ya 一 fa 
ea 如 果 下 一 (ae EDy 那 末 FW (1， Pay my 
Tp = (ouaisrasy。 它 旺 把 二 的 列 改 拼 了 。 


VV Ta TY 慨 定 一 Vy diiyj 三 2 对 于 下 
全 于 则 各 ”区 取 王 种 坐标 系 gy， Fs, 屠 未 
NP’ BE P= gaoero piTE 中 (nm n; Ky), 
5 叶 做 自 9; 到 5 的 坐标 变换 的 纱 隧 、 假 如 


长 人 村 与 退化 次 数 43 
1 一 Va; 依存 例 8 中 于 简 , 舵 得 到 了 一 娘 ， 
假定 自 pi 莘 ps 的 坐标 变换 的 年 阵 是 也, 自 ps 笃 ol 的 坐标 
变换 的 知 阵 是 三, 秃 末 
PP- (Wierop3 ) eC(Pacer gpI!) — piero pi! = BE. 
闻 样 ， 
PP=PP=E. (8.6) 
一 般 ,对 于 短 阵 ,如果 在 在 使 甘 系 (8. 信 成 站 的 短 障 卫 , 剧 称 
已 为 卫 的 葡 矩 障 , 仿 后 月 P 表示 ， 显 加 卫 是 如 的 揽 抵 什 。 内 
看 着手 陈 的 逢 障 吓 做 正则 垂 陈 。 正 划 甜 阵 荐 友 际 。 
合 ? 概 定 玉 ,GE Rim 下) ,把 本 ,守成 三 , 那 玉 
FL-1=E (1), 五 由 一 天 下 一 各。 (2) 
假如 本 G 是 正则 的 , 那 林 FG 也 是 正则 的 ) (ZG) -一 全 -1r-1，(3) 
[ 解 ] t)，( 纪 与 命题 11 同伴 考 号 , 或 由 息 阵 的 计算 即 得 。 《9 由 -下面 
的 关系 自明 。 


(FOY (全 -全 一 页 (GG- 二 可-1 一 盏 ， 
(GP (CHOY = GF RSE, 
倒台 假定 Pir pa 2 和 (ad pay ry 5) 是 网 6 中 的 矩 障 ， 于 林 
筷 们 互 为 六 征 也 因而 部 基 正 区 甜 陈 ,， 
命题 13 假如 两 个 向 蔚 室 疝 访 ,了 的 众 粹 双人 和 分 别 由 算 堕 
避 , 包 当 安 换 , 那 术 对 应 于 了 了 ERO ,了 3) 的 类 陆丰 就 变 成 PP"1. 
征明 从 帮 这 的 图 式 妇 可 有朋 


WS 入 了 VO 


- 2 1 TY | 虽 
系 县 生 8 3 
EW 各, 下)， 有 有 休 根 和 狠 牌 陈 只 龙 Pi F Q 


行 上 郊 笃 你 蛮 换 : 闭 末 对 应 于 了 的 算 阵 就 变 成 DFP-1, 


白 。 


$9 秩 与 妨 化 次 数 
全 了 的 象 Cmage)。 导 上 成 Imf， 到 


4 第 4 覃 糙 性 代数 
f(D) 队 做 了 的 核 (Kernel) ,写成 长 er 了， 印 
Im FCVs, ier FCF. 

命题 至 了 是 僵 射 的 必要 充分 条 件 是 In 了 = 大:. 又 了 是 单 射 
的 必要 充分 牺 件 是 Ker 了 了 一介 } 

暨 明 前 秆 段 且 显 然 的 。 后 个 段 必要 条 件 也 是 虐 显 的 。 至 于 
充分 条 竺 ， 当 下 er f 一 0 时， 很 加 mr， 9E 了 i， 了 (0) 一 了 (9)， 那 末 
人) 一 了 一 fw 一 了 纺 一 0， 因 此 由 ww 一 y= 二 90 就 可 志明 白 。( 证 些 ) 

当 六 ,Vs 是 有 限 杂 时 ,dim (Im 让 ,dim (Ker 六 当然 世 是 有 限 。 
它 簿 分 别 时 做 了 的 秩 (rank) 和 绰 化 次 数 (dqeganeracy，nullity' ， 
分 别 用 ”( 方 ，&f 站 雪 杀 。 概 各 dim 瑟 一 n, dim = 到 ， 那 末 
O07 mm Da nn， 特 串 ,假如 把 RCK*, 下 中 中 元 作为 了 
素 兰 号, 那 末 短 阵 六 的 获 r? (本 各 考 化 次 数 8(D) 都 有 定 闵 。 

命题 5 fF 是 丸 射 的 必要 充分 条 件 是 7( 放 一 m。 了 是 单 射 的 
必要 充分 条 件 是 4(Ff) =0, 

三 明 ”由 命题 14 自明 。 ‘证 上 岂 ) 

假定 FF->Vs 四 某 耸 标 系 用 和 矩 陈 六 E 中 (my w; KK) 类 表 东 。 
Pi= [er gay iy Gn, 因 海 (Py) [Fr 了 te fla}], 
所 志 中 一 qim FF) 等 于 es ， 了 Law) 中 无 其 疝 
量 的 个 数 。 因 而 下 面 的 命题 成 站 。 

命题 6 假定 了 是 表示 了 的 仔 咨 短 陆 ,于 末 7(f) ->(05) . 兰 
且 它 等 于 到 的 列 向 基 中 无 基 的 个 数 。 

引 理 2 方志 min (me 

医 骨 ”( 户 关 和 在 前 面 已 明示。 

再 在 六 中 假定 {wD ，…, (0)} 线性 无 美 , 那 米 当 Pw 
十 十 和 rr 一 日 肘 ;0 一 大 二 十 和 2r1 人 十 十 和 fr 
所 过 和 = 一 和 一 0， 因 此 ,在 矿 中 地， 邮 } 楼 性 无 羌 , 所 以 
人 en. 
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这 引 理 的 车 座 , 详 讶 之 ,就 有 下 耐 的 定理 9。 

定理 9 由 向 量 空间 万 到 了 的 线性 映射 了 的 秩 与 玫 化 次 数 
的 利 竺 于 dim 及 

证 明 假定 dim 酌 =w; r(P) -yy cd) 一 di 命 % 一 9 一, 证 
朋 7=r' 朗 可 。 规 

Kerf -Ta Ga ***, 4], 

关 末 素 = Ea gay °°, Gas bi, bs, -+s Br] 
时 ,出 定理 6 的 看 骨 , {61， 53,，…， 9w} 关于 mod Ker 了 线性 无 关 ， 
因而 如 果 

ADD + CB) + A fb) =0, 
那 未 FwaD1 十 和 ap 十 … 十 rp -0, 于 是 Bz 十 hoBs 十 … 十 和 Dy 
€Kerf; 所 妇 入 = 和 一 一 和 一 0， 因此 7 个 向 量 (0) …， 
了 (68) 是 线性 无 关 。 因 为 它们 都 EFC 站 ), 所 以 7' 所 7 

盏 假定 任意 ZE 万 , 亲 为 能 够 表 w= 和 hg 二 … 十 NalQa 革 D1 
十 二 pr be 所 惟一 向 了 人) 十 十 Pr ELF DD), ££ 
了 tv)]， 于 是 fF) CFC02D),…， 了 f(6w)]. 但 81), (6 
荐 姥 性 雹 关 , 所 以 7 志 7', 

于 尾 7+==r' 即 了 十 人 一 只。 

法: 是 单身 的 必要 充分 条 件 是 rp) =dim 态 。 双 也是 从 
单 射 的 必要 充分 条 件 是 (用 一 dim 瑟 =qdim 本 (由 命题 15 及 定 
理 9) 。 

nn 般 浪 人 六 是正 旭 的 必要 充分 条 件 是 7(8) 一 m。( 系 毕 ) 

引用 定理 9 的 记 法 , 假 从 

Kerf=[g, *…, qa], 
P= [bi .…, b, ) My Ge]， {9.1) 
因为 £80D ，…， (56 线性 无 关 ， 所 以 在 三 中 能 够 取得 含有 它们 
的 基底 


EI 第 1 章 旋 性 信 直 
Fa EF), 2 FOB), ca ey Cm-7], (9.2) 
假定 成 ，T 的 慧 底 取 如 (9.1)，(9.2} 那 样 ， 斌 订 确 定 各 个 坐标 
系 ,显然 
fo r-( ee 0 小 (9.8) 
Dr | 
当 仿 ， 配 葵 以 任意 华 标 时 ,如 于 对 二 (9.1) , 介 .2) 的 坐标 系 
施行 坐标 次 换 , 那 玉 上 能 够 变 为 (9.3) 的 形状 。 因 此 下 面 的 定理 成 
立 。 
定理 10 假定 五毛 琴 (mr, rn; 瑟 ) 如果) = 邳 就 能 喜 
挑选 适当 的 正 旭 短 阵 王 E 奸 (np R)，QE 员 (ms 区 ) ,使得 


QPP | 0 中 
Or 
一 总 9 一 5 了 
例 二 | 6 -3 号 一 入 ) 
一 各 1 一 1 


PE 


所 以 (一 2 从 


2 1 
.|i 1 1 2 1 1 \ 
人 | 2 Tn 0 一 工 上 
0 1 3 2 1 2 | 
5 5! 


其 未 


1 1 00 
er 1 ou ) 
0 0 0 


2 rg) mintrtf), +t}, 


外 10 对 偶 空 冰 与 精 贰 噬 射 37 
[ 解 ] 假定 Fi 一 个 Fo 一 -> Va 那 林 (te 万 = dm glF O00) 
Airn PP) 一 ”FI 双 
rigof) =dim g(t fF (FD) sdingfPae) 一 (9)。 
例 3 根 各 把 例 2 的 桔 困 就 拭 重 来 入 过 , 那 就 是 ?G1 :nintr()， 
?CG 、 肚 踢 , 如 果 王 是 正则 的 , 那 末 (PE 二 7?(FPY :r(F)，, 
it 解 ] 省 于 是 正则 时 , 取 P= 台 ， 闭 末 + (0) 过 r( 扑 ， 国 为 个 =P-10， 
HP P=), 


$10 对 侦 窒 闻 与 转 评 映射 


当 六 基体 区 .上 向 量 空间 时 , 8{V，K) 也 是 体 区 上 向 量 空 
尚 。 攻 叶 做 了 的 对 偶 窒 间 ,用 广 表 示 。 

假定 dim 玉 =n, 那 未 者 和 六 =-m 和， 取 玉 的 一 个 基底 fo， 
ga 入 出 华 标 么 多 一 gwoyosioys 这 上 时 取 世 人 on = 人 ;这样 
的 多 个 关中 雹 名， 名， 名 ， 那 末 旋 们 


Vo 
各 性 无 关 命 。 实际 . 上 ， 各 上 续 A 十 5 ls Tls 
+ 一 0, 那 就 得 到 0 = (A 二 A FA 


十 入 rE ) (ey) 三 Al。 同样 得 到 jg 二 hs 一 人 PP 一 8 六 二 
一 4 一 0， 国 此 从 .E20… 构成 六 的 i) = 
了 其 底 . 这 位， Es, 的 £,} 由 个 {a1, Cay tn} 的 对 偶 菇 底 ， 用 
一 丰 表示 。 叉 芝 若 底 所 确定 的 华 标 系 (5 的 对 伪 坐 标 条 用 了 表 
示 。 
因为 由 任意 一 对 eEF 及 EE 广 确 定 ECw) E 瑟 ,把 上 t) 写成 

(w, 介 ， 于 是 2 龙 够 看 成 是 自信 到 下 的 竖 射 。 显然 下 面 关系 成 
， 下 。 

全 因为 HmrF-n， dim 互 =1 由 傅 题 10，dim 基 =dim(F 并) = 和 1 一 
一 一 评 痢 小 

合 只 是 在 此 处 总 ( 铺 瞳 学 ) 物 时 不 基 表 条 到 中 元 ,而 是 表示 让 一 SF ， 五 ) 中 
元 。 稍 后 总 , 古 ) 中 区 将 用 下 条。 


48 第 1 内 袍 性 代数 
(wToy, E) = {8 EF (wy =h(r, A , 
(2, STD = 8, DFE ,Fy NE) = A 
Fy YE 
(人 ne 大， 
这 后 面 商 式 老 示 wxEF 看 成 自 广 到 下 的 映射 时 ， 它 是 线性 爱 射 。 
即 C8(PF, EK) =P. 
命 是 17 玉里 广 的 对 侦 空 间 。 并 且 far, qs;…, or 成 为 (机 
杀 ，…， 襄 } 的 对 偶 基 底 。 印 
Pp, EB -el， 
琶 骨 证明 前 时 段 只 要 未 明天 二 万 , 即 取 任意 rE 人 P, 到 )， 
示 基 存在 Tt) 一 (w, 自 芝 E 和 有 这样 的 YEF 名 可。 内 为 
TD) E 下 性 = 工 3 %) ， 如果 命 
几 一 人 (站 的 十 了 (人 ya 十 ze 到， 
屠 末 对 于 这 r， 
(wa 于 了 (人 faay 人 十 
十 了 (他 ie 局) 
一 TD) ， 二 了 工作， 
因为 售 , 名 ,…, 他 } 是 广 的 基底 ， 所 必 对 于 任意 ZE 广 ,， (x, 如 
=7(¢) 由。 
后 千 段 由 (oil 一 6 y 久 和 月 月 。 
从 定 酌 是 太 的 子 寄 冶 , 班 末 


EK). 


胃 因为 [而 …, hj 是 广 的 其 说 ,所以 任意 EF 可 以 写 戌 
一 3 十 … 和 十字 


十 基 De 全) 于 … 十 sfey 5 
i EE 一 (Ci se 
一 (es 二 ， 课 才 证 


和 三 西 大 避让 一 5 各 一 站 所 从 入 一 0 二 By 部 人 站 ) 二 向 ， 这 就 晤 
埠 名 把 郑 变 为 入 把 亩 变 为 0 所 坊 0;= 床 ， 译 者 注 


$10 对 偶 实 辕 与 力 攻 器 针 49 
W'— {E; EUP) = {0} CF, 
中 做 四 的 老化 空间 (annihilater) 。 当 dim 玉 一 时, 下 面 的 命题 
成 谋 。 
命题 18 (Y= dim 人 十 dim WW '=n, 
证 明 假定 dim Wr， = [ey gy vy 8 FF=[a 
ar ra 用 它 的 对 侦 基底; 广 一 [名 奋 ， 全 1 
夺 ] ,于 是 EEW'OEC) =0, 6m1, 9，.…，r， 
息 如 命 一 及 合十 和 名 十 … 二 hn@s 那 末 (4 全 一 守 入 (ass 全)， 
因此 0D) = (全 =0G=1, 3 全 加 = 和 二 一 轧 一 0， 
又 最 热 由 一 ja 一 … 一 科 一 0 全 上 E [名 ,多 1. 因 此 


二 E 帮 会 二 E [E21 辫 ,] ， 


所 以 HW'= [és 名] 。 
由 半 合 是 显然 成 立 全。 


富 1 WH Wi 

侈 2 {0)'= 依 ,Fr 一 {0}， 

站 次 , 假定 了 ESCFI， 了 ,对 于 尾 次 EEPF,, 得 知 &of EC 广 ,， 
于 是 对 于 使 与 of 对 应 的 映射 用 弛 者 示 , 吓 俐 
f 的 转 置 映射 。 由 下 面 的 关系 得 知 站 是 嫉 性 陕 
射 : EQ(P,, PD), Ff (€) —éof, a 

(EFMDof =Eof tnof, (MF) of h(Eof). 

假定 dim 三 ==n, dim 人 一 wm, 对 于 态 , 友 欠 定 坐 蒜 系 p， 
少 ,了 用 短 障 六 宪 示 ， 间 时 对 于 全, 广 ， 。 A 
烙 昌 它们 的 对 网 坐标 系 $, 由, 地 用 短 洋 卫生 Ti 一 > 
t 表示 ,部 末 生 时 例 也 的 炉 轩 短 陈 。 

命题 13 假定 了 = (aw), 其 未 


加 ” 国 为 丙 = [oy ry 0 = [6 oo 人， 半 玫 [站 市] 
所 右 (WN [ay "a 负 ] 一 [el， "r= 请 者 注 


Vk 


50 第 1 音 绥 人 性 代数 


iF= {opr) 站 
疡 引 是 京 拘 开 的 行列 所 成 的 炬 曾 。 如 果 
T1429 yr ET Wo 
天 a 9 = Ca。 ， 那 末 i ee a “人 
El a Cm 人 dl, Ta | ra tn 


三 明 和 由 和 宪 记 =er, aa， ey dr]; a= [Di bay i; Bly 
P= [i, fa, ,Pa hb, Bl, 

二 (as) 得 F(a) = amxdi 二 二 amabn {Bl 2, 

雪 证 戎 := (aw) ,只 要 证 明 (0) 一 yh 一 … 十 am&, 人吉 二 1， 
2,…, mm) 朗 可 但 是 在 这 里 只 要 东明 对 于 任意 一 1], 24… ， 
tp 0h) 《ee 一 [aa 人 十 十 ein 全 (co 成 玫 就 行 了 。 因为 te 十 
十 全 (gp) = oz i 《人 (ax) 一 总 (gx) 一 村 Carrdit Din) 
一 Bm 所 以 它 戌 六。 

讽 和 8 情 6 宙 的 下 人 pay 和 息 半生 
陡 。 

命题 20 fa) -Tf (9 fig 

OP Foy th yy HEY Mh, HOGER) ht. 


栈 明 只 须 证 肌 六 一 人 名。 yy 也 pe > h KE 
其 余 痢 是 明显 的 。 
对 于 任意 EP， Pp 
‘(gof) (€) ~ £o (gf) vy 


= to of = (gt) of = U9 (6)) 
一 (forg) (6). 
所 碎 8 六 = tf og 
定理 1 7 六 一 六 ， 
旺 明 ” 根 屈 dim 3 一 ndim 太一 mr 一 dim Jm 一 
如 果 mm 有 "是 Im 了 的 零 化 空间 , 那 未 (Tm 了 'C 六 ,, dim (Tm 让) 


#10 对 低 空间 与 转 芝 映 射 5 
一 各， 但 是 
EE (mf OTN -0OF FT 一 0 
OEDLTDY. Ves 0 =0 
EE kerif, 
因 焉 Ker {f= (Imf)', 
所 这 rH) =m dim(Kerf): m—dim{Im 六 一 
了 系 1 人 巍 征 于 是 任意 重 陈 ;, 那 末了 (7) 一 CE， 
有 聚 2 7 也 等 于 下 的 行 向 景 中 无 关 的 个 数 。 
又 3 敌阵 的 更 向 量 中 汇 甘 的 个 数 与 行 向 量 中 无 英 的 个 数 相 
在 短 陆 了 中 把 除去 守 的 着 干 行 受苦 干 烈 所 成 的 敌阵 作为 是 
台 , 表 为 二。 假如 
a a 


dar Teg "fa 


I 
如 
Dun, GTptrs Nr 
Mn drs psy Re 
屠 末 = . . ， ， - 
: ; 3 Tm 


蒜 生 假定 五 一 他 ,于 末 了 (sr() 。 

证 明 假定 除去 类 分 王 中 苍 干 列 所 成 的 年 阵 是 画 ， 那 下 可 
的 列 向 晤 中 无 基 的 个 数 不 超过 态 的 列 周 量 趾 无 美的 个 数 , 因而 
"(相声 7 LF')。 再 供 定 除去 中 若干 行 所 成 的 矩 陈 是 如"'， 于 较 
与 PF" 的 行 向 量 中 无 美的 个 数 ， 印 得 TO) >r(F'")， 于 是 
外 

因为 妇 能 够 象 这 样 四 丈 来 形 碟 ,所 以 了 (本 二 7fG9] 。 (证 革 ) 

定理 苞 假定 问 是 任意 竹 障 , 那 末 存在 象 


6 和 第 1 窑 硬 放 本数 
FD on 

这 样 的 正 划 短 阵 Foo. 

这 fw 图 做 五 的 主 部 。 

和 证明 假定 7(F) = 一 r， 那 末了 的 齐 身 量 中 无 关 的 恰好 有 
个 ， 内 把 省 们 和 留 下 而 将 此 余 各 列 净 除去 所 成 的 短 阵 假定 是 zo， 那 
末了 tf) =7r。 肥 因 为 车 的 行 向 量 中 无 美的 恰好 有 7 个 ,所 以 
只 留 王 它 个 而 将 其 余 各 行 都 除去 所 成 的 短 陈 假定 是 Foo, 那 末 
?Foo) 一 rr， 量 然 Foo 是 7 锋 方 面 ,所 以 Fw 是 正 弄 和 的。 《让 华 ) 

四 和 8 例 6, 洗 于 上 者 用 适当 的 正 期 类 障 左 及 右 相 隘 就 能 够 使 
主 训 在 "左上 ”位置 。 


$11 1 次 方程 


1 次 方程 的 原型 ,中 学 以 来 就 知道 的 ,是 
uw=b 《EL. 工 ) 

形状 的 方程 。 在 中 学 所 诗 只 的 --- 般 是 在 ，85E 尼 情况 下 ， 求 满 
足 CI1.DD 绝 wE 尼 ， 因 为 以 任意 体 玉 代替 屁 来 考虑 时 , 理 哈 完全 
相同 ,所 以 以 下 假定 @, 8,2E€ (KK 是 任意 体 )。 如 所 周知 ,(11.1) 
的 解 

(i) 假如 a 关 0, 那 末 o 一 也 

(ii) 假如 @=0, 5 .0, 驱 未 # 是 天 中 任意 元 。 

G11) 假如 4 一 0, 5 交 0, 闭 末 不 沦 。 取 任何 值 , (11. 力 不 成 站 。 

(1 的 情况 ， 解 是 唯一 的 。 写 叫做 正则 情况 。 又 { 广 ? 吓 傣 不 
定 情况 , 乔 ( 认 叫做 不 能 情况 。 假 如 (11. 汪 的 解 的 集合 是 驴 , 那 末 
对 于 名 ，0)，(i 训 各 种 情况 分别 是 5 一 5/9}， 8 一 ,8 一 8. 

假定 了 (2) 一 sz, 把 /看 成 自 EK! 到 五 : 的 挤 性 腕 射 ,因此 一 
六 (8)， 一般 , 烙 定 了 自 玉 上 向 量 实 间 万 到 万 的 黎 欠 也 射 /与 
yE€ 芭 时 ,把 求 满足 fo) ~4 的 和 的 华 合 广 :0) 是 做 解 工 次 方程 
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Fm) yy, (11,2) 
{和 次 "是 和 性 "的 同 浆 语 之 一 ,在 上 面 已 叙述 过 ,) 当 所 ,faE Rt( 玉 i， 
,Va 时 , 假如 Fi! (1) 一 1 (Cyr) ， 理 末 两 个 二 次 上 万 程 
i 二 fo) 二 和 9 做 等 价 。 
命题 如 妆 六 (0) 关 人 时 人 根 和 aoE 广 :的 ,， 那 末 六 用 
一 (wow; auEKer 让 (这 右 过 用 mo 二 Ker 袁 未 
栈 明 由 weEf 7) 会 了 = yf 0) = Ff) 一 了 (co) 
一 口 人 了 2 一 2 人 Ker 自明 ， 【证 些 ) 
当 .六 的 :人 时 , 荆 次 记 程 人 四 是 估 不 能 ,WW) 只 由 
个 元 宰 玻 肘 , (21 .为 时 做 正则 。 不 :是 不 能 也 不 是 正则 于; (JL. 对 
做 不 定 。 在 不 定 情况 ， 扩 1 (gj) 中 任意 一 元 加 时 做 (211. 的 特殊 
解 , wo 十 er 了 时 微 (1. 为 的 一 般 解 。 因 省 求 一 般 刻 鬼 闭 题 妥 精 于 
求 特殊 艇 及 求 Ker 了. 
例 1 柜 汇 了 是 全 单 射 , 那 示 (分 总 是 正则 。 猎 如 了 县 单 射 ， y E Tm 
那 冯 itL.3 正 刚 。3 引 Joz 与 导 .下 本 能 等 价 。 
在 红 i4 .分 中 ,y= 人 时; (11 .名 性 侵 竟 次 方程 , yz0 且 ,111.2) 
叫做 非 齐 次 方程 。 1. 人 3 是非 齐 次 方程 时 , 左 流 用 0 代 杰 所 得 的 
fr) 一 
下 牧 启 律 了 (1 工 .2) 的 齐 次 方程 ， 解 它 趟 外 是 求 Ker ff. 
例 2 人 
+) We tp) We pl 0) 
“pe 9 ee : 90) 都 是 可 省 函数 ) 


时 ; 侵 如 命 
A= Dit pt tp EY 7 全 7), 
就 不 外 是 绎 1 次 方 程 
A =p 
因此 用 (内 的 一 个 苇 束 解 fo(z) 肥 亲 促 齐 次 方程 
pn) i et put Ce) GL =0 


54 第 1 这 多 性 代 妆 
的 一 艇 解 wto) ， 席 脂 式 示 (I 的 一 般 解 为 
FT 一 ,十 向) 

以 下 就 | 六， 是 有 限 灯 ，dim 取 =m dim 二 的 情况 来 
考虑 。 假定 对 下 万 ， 玉 ;, 取 坐 标 条 8 出 。 定 个 分 别 表 示 为 乓 ， 
了 = aw) 过 示 ， 把 pl)EK"， 
则 (的 壬 其 ”写成 


El 9 
g 人 -| ,wl | 
8 岂 
那 末 万 程 全 . 纹 就 是 寺 元 联 和 1 次 大 程 
Gn na tn 


da osads tT oad = Ta en 8 
四 2 


ond a + ont = Wn, 
在 林 节 ,为 简章 起 内 ,以 后 fo 由 ty) 分 别 用 4% 表示。 命 arn) 
一 下 ;, 那 末 引 .3 可 已 写成 
Fr=Yy. {11.3") 
在 年 陈 至 中 添加 作为 第 mn 十 1 刘 形 成 的 (3%; 7% 十 1) 型 短 际 用 后 
表示 ， 
《Po = (1 .4) 
命题 妇 注 程 (1l1.3) 不 是 不 能 的 必要 充分 条 件 是 7 (了) 
=—r(F). 
瑟 明 把 了 中 个 剂 向 量 守 成 4, &y qm; 那 术 
下 一 【al Ga 8) £ = (ues ny), 
因为 (一 站 有 就 等 价 于 并 ， 的 码 向 基 中 无 关 的 个 数 相 等 ， 
所 以 


村 后 二 六 上 所 可 5 
TOF) 一 四 本) YE [ea， Say "yg ta 
y= tet 


én 

命题 吕 假定 也 是 正则 矩阵 , 那 未 为 程 (11.38) 或 (1I1. 引 也 是 
正 朋 , 它 的 解 是 9- Fg. 

散 明 ”假定 六 旦 在 则 的 , 引 朋 下 得 

Po—ye iro -hye py, 

所 及 (I. 芒 或 L183) 只 有 一 个 解 4 一 了 和 因此 是 正 旭 。 

命题 中 (I1.83) 是 正则 的 必要 充分 条 件 是 (I1.3) 不 是 不 能 并 
是? (8) 一 名。 

证 明 当 (I1.3) 不 是 不 能 时 , 窟 的 和 解 可 表 汐 so 十 Ker 五 所 以 
人 D1. 全 是 正 且 扩 Ker = {10} 人 六 下) =n—dim 长 er P=n. 

双人 慨 定 (11.3) 不 是 不 能 托 有 mm<n， 那 未 届 1. 驴 是 不 定 的 ， 

证 明 ” 国 为 7 二 min (Gm, 所 陈 7 了 (站 守之 nn， 于 是 由 
命题 24, (41. 引 不 是 正如 的 。 ‘证 上 霸 ) 

假如 互 措 短 障 六 的 mx 个 行 , 对 于 2 9 9 9 也 施行 与 昨 
相 园 的 互 换 ,于 林 在 (1 .及 中 只 是 改变 胡 程 的 顺序 ,显然 得 到 与 ' 尼 
等 价 的 天 程 。 再 五 换 闫 的 m 个 疯 ， 只 是 改变 未知数 的 和 名称”。 能 
够 得 到 在 本 质 上 仍然 与 宪 相 同 的 兆 程 。 央 此 不 失 一 般 尾 , 了 的 主 
部 可 假定 在 左上 位 舍 。 

命题 点 假定 方程 (1.3) 不 是 不 能 ,YE 一 9， 厘 玉 二 的 主 
部 在 克 上 位 全 , 那 术 (3 与 字 最 初 的 7 个 广 玫 等 价 。 

三明 人 息 定 浆 的 各 个 行 僻 量 是 15，25，……， op 那 林 和 .及 中 
省 式 成 为 


Ea 
这 县 后 一 起 就 与 (11.89 有 解 | 等 价 。 


13 = 1 DE = "a, 3 mo = Wn (11.8"") 
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因为 5，2b;…*， m0} 中 最 初 7 个 名 性 元 关 , 记 以 

必 一 M0218 十 和 a6 十 一 十 和 Dp 人 一 十 二 他 二 全， 8) ， 
因此 QU1.8"n) 中 前 * 个 方程 如 果 盛 站 ， 基 剩 下 的 Cn 一 站 个 也 必然 
成 下。 所 以 Ql . 引 与 它 最 初 的 7 个 方程 等 价 。 ‘证 些 ) 

由 命题 5, 对 于 (Ii. 人 旨 可 假定 % 一 7 (下) 不 失 一 般 尾 。 

定理 13 假定 在 Ql1. 引 , m 一 rt) 坪 且 了 的 主 部 5 在 左上 
位 置 ， P= (FD), PoE Wm RR)， DE (nm, nn; KK) , Wk 
(和 . 旨 的 一 个 解 为 

Fow 
“0,). 


关 果 =m, 姑 广 程 成 为 正 旭 (因而 它 涪 有 潜 他 解 ),。 如 果 只 一 各 
Bote 
一 *>0, 那 水 a 二 为 不 定 , ( _“) 中 个 列 向 最 形成 Ker 了 
的 基 诡 。 
1 
凸 明 因为 了 zo 一 也 (2 -CR 人 ) - (bh, Fry 
十 人 = ,所 以 wo 是 {Ii., 仿 的 一 个 解 。 
因为 dim Kor 机 一 用 一 站) 一 一 下， 慨 和 如 1% 一 mn, 于 未 Ker 记 
一 {0}。 所 以 方 程 ( 入 .3) 成 为 正则 。 a 
假如 % 一 mw 二 8 二 0, 那 末 dim Ker 了 一 s. 因此 假如 人 “) 
的 8 个 训 向 量 乱 ily Cg "y ma 如果 能 名 证 基 宦 们 都 EKer 五 , 坪 
且 {eay za …，et} 姜 性 无 关 , 那 来 省 们 显 夸 苞 为 人 er 了 的 基底 ，。 
1 Wolpe NIm 
?二 全 (人 
一 【二 6 五 5 再 。- -Fs) =0n,s) 
这 表示 Fam—0(=1, 2， "8) 所 以 后 入 F100) % 二 1， 2， 机 18) 。 
又 假 加 和 aca 十 和 aca 十 …… 十 Xe 一 0 如 果 光 眼 于 第 (2 十 办 行 元 
素 就 得 到 一 0 (CO—=1, 2 oh 3) 站 记忆 {mn ay"*"y me} 线性 和 无关。 
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SI 行列 或 


方程 (11.3) 的 实际 解法 有 在 中 学 里 所 熟知 的 消去 法 , 及 其 他 
种 种 。 在 这 时 我 个 叙 这 者 行 刻 式 的 盟 法 《关于 各 种 实际 解法 参 恨 
古 旦 荡 氏 : 答 障 与 行 齐 式 )。 

由 章节 的 苦果 , 荆 次 姜 程 

Fo—y (12.1) 
的 解法 归 车 于 解 下 面 关 于 已 知 态 阵 ro 的 两 个 问题 : 

(i ) 制定 6 是否 正 肝 ， 

站) 当 i 是 正则 时 ,计算 F751， 
实际 上 ,假如 (DD ，() 能 够 解雇 ,到 玉 方程 民 3, 了 可 以 搂 照 下 兽 的 
顺序 素 求 解 。 

首先 素 郑 查 是 再 了 (了 ) 一 7 了， 国 为 了 人 有) 是 全 于 卫 中 的 最 
大 正 山 短 阵 的 般 数 ,所 惨 人 很 如 在 侈 于 玉 的 廊 阵 中 ,7 帮 的 正 刚 矩阵 
理 消 有 一 存在 ,而 好 十 起 般 以 上 的 态 陈 痢 不 正如 ， 那 求 ”( 五 ) 一 7， 
同伴 可 以 求 出 7 人 3) 。 如 果 (50) or 那 末 方程 是 不 能 。 

当 交 一 ma) 时 ; 裔 合 于 玉 的 7 好 正 则 短 障 (的 主 部 ) 
之 一 假定 是 8。 。 适 当 改 变态 程 的 顺序 及 未 知 数 的 名 称 , 可 坊 便 得 
在 左上 位 置 。 让 时 最 初 的 ?个 方程 如 果 是 (Fo)s 一 yy， 草本 
和 解 它 朗 可 。 

假如 未 知 数 的 个 数 序 3 的 亲 数 也 等 和 盾 ?”， 沂 未 方程 成 为 疡 om 
=—Y, 宪 是 正 划 方 程 ， 佣 由 z= 了 Fo 其 出 。 

当 未 知 数 的 个 数 比 ”大 时 ， 由 定理 13， 一 个 生 丈 所 月 


Fo) 5 
ou LO ) 车 出 。 同人 者 交 力 各 的 一 般 多 当 ( ，“ ) 的 列 问 量 


假 宪 第 而， Tay sy nr 时 ， 用 呈 熔 出 ， 所 以 (19.D 的 一般 和解 
是 
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内 一 (六 )+ SY a ， 


二 一 个 工 

上 上面 两 个 问题 们 ，Gi) 订 以 用 行列 式 来 解答 。 首 先 来 叙 壕 行 
欧式 的 定义 。 

行列 趟 DD, 是 自 观 (n, 下) 到 下 网 映射 ,关于 % 归 稍 定 义 如 下 : 

(i)》 假如 %=1 工 , 剖 示 圣人 红 , 下 ) 一 百 ， 这 时 DD =er (KK 的 恒 
等 吴 射 ) 。 

{ 讶 ) 当 n> 工时 ,最 自 万 E 冉 (mn, K) 陈 去 第 一 行 (an,… ,601) 
所 得 的 (% 一 1 %) 型 短 阵 是 PF"，, 自 F" 除去 第 列 所 得 的 (mn 一 1， 
一 了 型 短 障 假 定 是 FP?， 假 如 D :已 定义 ,这 对 


DA = D-DD F),. 


屹 (有 ) 中 人 殖 的 行列 式 , 用 | 了 | 或 dot 了 表示。 显然 Da 下) 
能 够 对 于 了 中 各 元 素 施 行 加 减 习 内 而 求 得 。 
全 1 (0) =a0， 


1 7 
= 1 D12T219 
Had Mo 
1 Ra a ， ! 
| 32 cas | as es al tog 
Gay Hay ay) = 11l 1 “| to 
|ass cas al Tag 1 9 


Cat Was Caa | 

=at aas 一 aaa) 一 ta Larss 一 asctsr) 
+ tra Cortas — Toytar) 
= roar Marta Foto — Lot2aar1y 
nt a 

例 22 ud DO -… 0 

Dn gd 1 0 | 

0 0 aaa 四 a nn (对 有 角 宝 和 型) . 


0 0 0 .ai 


和 #e1 时 :5 肋 ( 呈 一 1 不 太 通 行 ;) 因 为 潜 怕 与 9 的 各 对 秆 混 漠 。 


12 行列 式 [a 
度 71 总 0 "** 
| a on 0 4 

0 1 二 的 村 号 93 nn (第 三 角 型 ) ， 


全 


[a na ag an 


假 如 把 矩 泪 的 第 i 行 写成 必 ， 第 列 写 成 x, 瑞 末 
0 
DF) = Dla ords) 一 有 | 2 

b 
可 以 看 成 为 1 个 向 量 a4 或 % 个 向 量 记 的 男 数 。 在 这 里 丽 定 mm， 
gm ear 面 考虑 也) 只 是 人 的 两 数 时 ,把 D,() 写成 Dilan). 
同样 定义 Dr (er) Da) 

命题 26 (人 DERCE", FE), (Gi) DERCK, Ky, 

和 际 明 ”关于 “用 归 簿 法 。 

Ci) nT Di=D=eE EK, RK). 


当 n>I 人 时 ,假定 大 -ER(Rr 玉 ) 忆 证明。 命 一 ( 
于 未 
Dile) = DA(F) -aD FY)+ D-DD (PE9) 
=au Dat) + Da Da (ed. 


因为 Di S(TT, 下 )》， 所 以 
D, 《ga 十 Ga) 一 《Gd 二 oy Dn 1 7) 


FSD (Dale) + 下) 
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— (a) + Di(a) 0. 
同 焙 Dathe) = MD (em), 
所 地 六 和 下) 
同样 DE SO EK). 


【这 3》 当 n=i 时 ; :Di = DexEtCEF, K). 
当时 ,DESCK, 下) 由 DD 的 定义 自明 便 。 一般 , 松 
定 站 ES 天， 下) 的 第 i 一 了 行为 &2， 那 末 
ID, GD) 一 > (—1) lo Da (bd), 


但是 由 归 和 攻读 的 息 定 , DER 下， 在 )， 所 以 
iDOP) ENR ,KY)., 
命题 时 当 %n 汪 2 时， 
(i) 两 列 是 相同 向 量 的 答 障 的 行列 式 等 于 0, 印 假 如 
qr DF =0. 
《这 ) 很 如 把 (Gg) 中 两 列 四， er 王 措 所 成 的 答 俱 
是 fi ,ES 人 » 于 未 | 一 一 而 (ed dp de 


奔 明 ”关于 处 用 好 入 法 , 尖 %w=2 时, 引用 例 1 上 的 嫩 困 站 部 明 
白 。 对 于 % 一 1 假定 介 , (让) 成 立 。 在 名 中 当 or 一 ae 时 ， 
Dat Bh) oD CE) Ta Dt EE) 十 eu Dr al ， 
前 两 项 的 和 根据 &x 一 qu ，Dsa( 玉 0 二 一 D1() ( 归 轴 法 假 内 》 


是 0. 在 剩 下 的 项 中 ，Z; 售 丙 刘 相 辐 的 向 里 ， 久 由 归 般 法 假定 各 
项 部 成 为 0。 国 此 候 成 并 。 


和 因为 人 -1E3CET 所 慌 Dn ta tof”) ~ Dil) + Dh) .oo—— 
紧 者 注 


看” 因为 1Dade 人 (Dilar +en) Dr-1(FO= 妾 (一 I rigu Dna( FY) 
十 总 (- Di Dra FD oe) lH an), 所 加 ID E REE). ——a 者 泪 


812 行 列 式 01 
再 由 命题 26(i)， 


0= D, La fa i { 好 3 Sa) 


= Dstt a Aa an) 十 也， {gr Wy 个 汪 “tn) 
+ Dats tn) + Di (Aadyda Go 


一 也 (Oda "en) 十 也 《waSrea- " -En) . 


Du laars tn) = — Dn lds Ln) 。 
同样 Da 
系 荆 假如 五 币 刻 问 量 mi aa 缕 性 相关 , 那 未 D,.( 玉 ) 
一 0 
证明 汝 ”一 工时 ,五 = {0), 所 以 P10) =0. 


当 m>3 时 ,譬如 am- 访 %ar (hEK), 引用 命题 26 (i) 得 


DH) = DD, (2 和 aa…an) 一 > 和 

系 2 假如 7(F) <<n, 那 来 站 (了 ) 一 0 

是 明 假如 7 <n， 闭 未 了 的 烈 间 是 ay aa， an 线 连 
相关 ,因此 由 系 1 自 明 。 

渗 基 ”自作 题 27 已 王 出 和 1 水 2 反之 由 桑 2 也 能 导出 命题 ;部 假 
定 系 2 政 苹 , 那 末 命 置 (i) 显然 成 立 , 因 而 和) 也 成 立 生 。 

把 吾 , 作为 例 2 中 对 衣 粮 型 矩阵 的 特 丈 情 况 来 考虑， 可 直接 
得 到 下 面 的 命题 。 

命题 23 D,(En)=1., 

假定 (i za 于) 是 全 ,2 的 任意 排出 , 自 (v1, za， 
;5 中 任意 取出 两 数 my v7) ， 吉 果 左边 的 数 大 于 有 这 的 数 , 那 


种 ”因为 天 和 号 (在 站 Ey 所 以 可 人 直人] Dn Oa 
的 Dntar .ag Ad) =0, 因此 Dn (oo Og A Data EG ng) 
一 一 舞 首 注 


的 第 1 人 如 齿 性 代数 

来 在 于 处 就 名 有 一 反 序 . 合 于 4 ma 24) 的 友 序 总 数 乙 如 是 并， 
规定 只 Ga ie 2- 【一 7。 接 照 sn zs 一 工 民 
一 1, 分 别 把 (zy py， 2) 辐 傣 俑 排 列 , 刘 排序 。 计 算 了 工 的 实际 
洁 法 ,可 以 象 下 面 卯 样 来 进行 。 在 fo oo 中 ,在 1 左 迪 的 
数 的 个 数 乱 如 是 五 , 一 般 在 左 边 比 亡 大 的 数 的 个 数 委 如 是 工 :， 
那 末 车 14 了 7， 

在 排列 tp za 2 中 ,所 把 二 与 在 它 左 边 的 数 作 六 回 并 
换 , 于 末 1 了 就 在 最 左边 。 次 把 2 与 在 宪 左 过 的 作 了 全 吾 换 ,2? 就 在 
1 的 后 面 。 余 类 推 。 在 (wy Vos 下) 中 总 此 施行 了 加 "两 数 字 的 
瑟 拘 “对 换 ) 就 能 链 全 写成 为 正常 排 世 (23，…， %)， 

么 1 用 8$8 例 6 的 记 泪 , 根 间 和 (aa yo) 一 (eeoeep) 
那 未 世 《和 全 ，oa 

酸 明 于 于 外 (yi pa py po 一 (eueo em 的 列 施 行 工 回 对 
换 衣 倪 把 这 短 位 普 为 (ei ea em 百 ， 。 日 命 题 27， 对 于 各 个 对 换 
行列 式 挫 收 变 符 导 ， 所 由 DCC ra 
一 SP (v1, pay ry pr), 

陛 2 自 王 中 各 列 各 行 各 取出 一 元 斑 ms arp， ;wns 作 
Sgn (pi Par Pa oa0osg Gp 那 末 也 (0) 等 于 这 样 的 ml 个 
舱 的 总 和 , 朗 


了 (A 一 之 EN (21 和 2 Ol pa "Cyn se 


nm 


三 明 = (2 mae > este Da), 
所 以 由 命题 27 0)， 
Da FF) oD Daey sre ye) 
DH ey by) yap Oye 
这 里 也 是 以 个 行 刘 式 的 灵性 得 合 ,但 因为 熙 中 在 v1 28; 加 四 
有 相等 的 项 部 成 为 ,所 以 就 成 为 象 下 面 那 样 n! 个 项 的 和 


12 行列 或 63 
DF) = ED, {Rs Pay sy pn) aoc 
= Boagn {ys Hay rs Ya) art "Cyn » ‘证 堵 ) 
命题 吧 假定 部 于 (m, 太 ) 一 眉 , 新 昌 满 是 下 列 丙 生 件 : 
《) 如 果 把 爷 , 春 成 第 刘 的 画 数 ， 写成 2， 那 末 
MERE, KY (全 = 2,-- 
(i 加 困 < 之 nn, 凋 末 全 (0 一 0， 
到 DAF) = DPF) DED. 
征明 可 以 与 命 古 38 系 2 完 信 一 样 , 象 下 面 关 样 导出 
DAF) Dafa) — Da Toy, Oo BE pn Op) 
= En Ta (Ey On) 
-Yap SHEN EDL pa EH) 
一 DT ED,), 


1 


A Ornsl 
全 3 | Bp jl 
ER 8 


网 0 
[种 ] 固定 :把 =| 1 各 | 五 友 二 的 本 吏 林 Try 下) > 下。 


pl 


(i DkE RR) ，0 人 加 果 FD 过 7 闭 就 D2) 一 0。 风 此 三 
五 站 
1 1 |. 
B, 
间 样 
Er OF :Ey 


0 | E, 一 ] 她:| ， 所 以 D,= | |B,!, 


又 1 D, OY) — Db) = sgn {ri, | PL TH LE = 
证明 ”假如 命 Di SU , 痢 未 DM (nm, Ky» ， 
(i) 因为 俞 是 罗 的 人 rs 是 把 在 命题 中 之 前 定义 的 :DD， 
ENE, FE) “级 看 ”, iW DE RK", EF. 
入 这 时 五 fr 


92 B, 


FE, 0 
1 r= “lo ”1 杨 以 14 | 7 | 


v0 DB, 
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《这 ) 假如 72) <n, 因为 "CE 有 一 ?LF) <n, 所 以 
DP) DP) —0. 


Ds: CF) = DD CP) Da He,) = DF) DD, (CE,) = DF). 
由 命题 38 水 2， 


Dn CF) = sgn (p71, 239 on) Oy, ap, tip. 


Ci fa dra Cli 
2 Nag aq ”ny 2 二 
说 4 \ [ 0 ag sn a , { 雍 三 角 地 》 已 
0 0 0 四 ci 
[| | 4 
合 5 4 rm 了 一 了 本 -| 1 B,| 
CC BB, Dr 


又 中 DUFFa) = DB) DD, (Fa). 
柄 明 固定 Fi, 命 Di 让 2) 二 全 ,LF9) 那 末 D:D Cn, K) 
一 > 五 


2\ 
(i) 假定 本 1 一 o 和 a= {qi ys 于 求 
;| 


Ja By ba, 
FFs= 2 apDG2 sa 
abs 及 bas > ,Be 
所 以 
DAE RK,, KY, 
《和 这》 假如 rs) = 未 (FR) Err) <n. 所 以 
DF — DF Fy) =0. 
于 是 2 泗 足 命题 30 中 条 件 , 因 此 


$12 行 列 式 68 
人 
= DP) DB) = DIF) DP,). 

系 3 假如 下 正则 , 那 末 Dn(8)*¥0. 

又 明 假定 了 正 肌 , 郑 末 存在 上 着 且 5 一 囊 所 以 
及 (一 了 (一 1 因此 Df) #0, 

由 命题 27 系 2 及 上 面 的 命题 2 有 季 8, 部 得 下 面 宅 理 ,' 尼 解答 
了 在 本 节 开 妈 提 出 的 第 一 个 阐 题 。 

定理 14 答 阵 了 是 正则 的 必要 充分 条 件 是 它 的 行列 式 | 五 | 
不 等 于 0， 

除去 拓 阵 了 = (aw) 中 第 * 行 及 第 天 殉 的 元 素 所 得 的 Cn 一 工 ， 
如 一 了 型 甜 陈 的 行列 起 ,对 做 了 人) 的 (i, 及 子 行列 式 ,二 为 4 
由 命题 27 及 命题 29 和 1, 因为 抢 陈 中 竺 意 两 行 互 换 , 必 的 行列 式 
只 是 改变 符号 ,于 以 


这 

6 十 

3 

人 il : 
DF)=D, b = {1) "1D, ib 
: ir1b 

二 : 

0 


一 《一 了 和 福 【一 十) ltg lin = Dal) ik 。 
(一 YA 时 做 oer 的 你 因子 , 岂 4w 表示 。 上 让 上 面 的 粘 果 训 
得 下 命题 。 它 的 后 年 段 出 命题 29 系 1 自 明 。 
命题 30 D,(F) ~ 总 mwdhw (第 i 行 展开 ) 


无 一 


= 字 an4m (第 大 行 展 开 )。 
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E23 oA or = Sys D, CF) 3 Dad =6mD( AF), 

是 明 当 t=? 时 ， 由 本 命题 训 每 。 

当 % 和 有 时, 之 ardyr 是 玉 的 第 j 行 换 成 (ag, oa an) 所 
成 算 阵 的 行列 式 依 第 9 行 的 展开 ， 但 这 行列 式 第 “上 行 与 第 ; 行 相 
等 ,所 以 等 于 0， 

定理 15 短 阵 FF 是 正 有 时 ,假如 笼 的 第 全 妨 元 素 的 余 困 0 子 是 
An; 涛 订 


Pp A). 


证 明 Po) 那 示 
Cm- 订 CC 一 万 Re ») 


DD Cy dal (FD)) = (6 = DE, 


因此 ( 参 照 §7, 例 12) ， 
1 
Py hn). (证 些 ) 
定理 巧 解答 了 在 本 节 开 始 提出 的 第 一 个 问题 。 


例 6 DF) = D(a tn) = D, Cag oat A tg Nor Gn hi 
1b' wb 
2 吧 十 眶 区 
DFY=D,d sb I=, | 和 二 站 要 


nb nb THI 也 |， 
在 实际 计算 行列 式 册 ,可 适 当 挑 注目 面 的 xx 或 凡 使 得 工 列 或 工务 中 元 豆 只 
池 |F 然 坪 依 这 列 或 这 行情 于。 


1 1 一 3 4 下 1 一 3 4 1 2 
2 -中 ;0 2 1 -2 
0 -| 一 1 6 -li 
3 2—4 1 90-1 5 -1i 
4-9 11 
-31 0-1 io 4-9 1 
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0 1 0 
1 6 | | -1 1—1 | 
加 本 22 一 了 | 2 7 了 
22 —9 一 ?7 


=11x (0 = —99, 


例 ” 当下 是 正则 给 碌 时 ;1 次 方程 Fz=y 的 解 是 由 mo 下 声 车 册 (命题 
23) 。 引 用 定理 巧 ， 


dy 
“Th 
因此 , 企 如 
二 WI 三 
z 一 | : 小 8%=| : | ， 那 末 Hy 01} 
t 河 了 nm ' 


D1 
效 里 分 子 是 下 的 第 1! 列 欠 成 | : J 列 式 。 


Wy 


(1 由 做 Cramer 公式 。 
在 以 下 的 例 8 和 例 9 中 ; 假 洽 下 =R， 
条 十 委 一 388 十 此 一 


例 8 2 十 总 一 此 :一 0 
3 26— s+ bl16, 
一 B81 十 入 一 纪 一 一 
11-3 4 ,8 
0 2 I 0 
部 ?| aa -4 小 下 
-3 1 0 -1 -8 


[ 解 ] 了 Pa( 让 三 ~ 哲 汪 0 ( 例 合 。 因 此 这 联 间 态 程 是 还 期。 由 Cramer 
公式 得 


| 6 1—3 4 
= 1 ! Da 1-2 3 
—99| 16 2~4 I “ 
—8 1 0 一 


向 样 =0, = 一 2} 二 一 ]， 


68 第 1 章 烤 性 民 糙 


杂 十 站 9 一 性 一 些 , 一 &， (1) 1 
例 9 | 名 十 2 月 3 (2) 
世 十 ?80 一 BE9 一 ( 佬 4 一 (3) 
. 1 2 -9.4 cz | 
即 人-: 3 1 中 (人 
1 7 -5 -0 了 
1 2 -3 -4 1 2 -3 -4 
[ 解 j or 3 工 站 站 一 号 -中 (4) 
1 7 —8 -6 0 6 一 2 


(把 节 的 第 一 行 训 于 第 二 行 ， 叉 自 第 三 行 斑 去 党 一 行 即 得 右边 的 掉 惠 。) 
在 此 


| 了 2 | 一 5 二 0， (5) 
0 5 
由 (4) 的 不 形 ; 自 五 所作 的 三 次 行 殊 式 显 锥 都 成 沪 人 0 所 以 
CF) =2, (6) 
因 好 ,所 答 三 程 粗 有 佣 的 条 性 大 


1 2 —3 一 二 1 
ceo 3 1 83 路 * {7) 


1 7 6 -6 ~ 
征象 (4) 汶 样 的 变形 (因为 汕 有 行 、 列 的 互 摸 ) , 了 的 主 部 位 置 不 变 ( 请 履 者 考 1 
虑 }。 因 此 ， 由 (5 6 得 知 下 的 第 一 列 、 第 二 列 是 无 关 , 第 三 列 、 第 四 列 应 
该 是 它们 的 络 性 粗 合 。 所 以 条 件 ( 站 等 价 于 
1 2 0 
—1 3 8 
1 7 ~ 
于 是 在 (7) 的 牺 件 下 ,用 定理 9 解 方程 粗 ()(3),(3), 但 由 个 ) , (6)， 
这 方程 粗 与 民 ) (2 两 个 等 价 。 


而 =) 的 包 法 )， 


=0 朗 2a+AP=7y, (79 


1 1 
~ Fl 工 [ -2 
上 | =5， 质 以 i! 一 与 四 让 
wl 3 (4 * 1 
因此 ， iy- Ws) oars) 


外 13 耗 性 亚 搞 及 其 不 迹 子 宇 癌 69 


所 以 特 跌 至 于 (aa-- 28) 
1 
Wo 二 tT) 
0 
0 
mim 3 人 “3 f 一 苇 L 
六 Fare I 1 2 一 去 一 2 2 
所 以 也 26 
5 5 
FoiF, 2 _ 2 
— Bs )= 5 5 
一 工 0 
0 -1 
于 是 一 般 解 
1 31 16 
5 3228) 和 8 
2 2 
加 一 一 于 人 十 内 一 让 2 
0 1 0 
| 
0 of \1 


这 里 和 ;4 是 在 下 = 民工 亚 动 的 大 数 元 。 
$13 簇 性 变换 及 其 不 变 子 空间 


如 前 所 混 ， 体 下 上 和 癌 量 空 商 了 到 字 明 身 的 线 竹 配 射 是 做 下 
的 粮 性 变换 , 它们 对 体 的 集合 FF, 站 一 XT 了) ,是 上 代 匆 (87， 
命题 3)。 在 了 取 坐 标 大 8g， 于 是 名 CV) 中 元 可 以 用 叶 (m, 玉 ) 
中 元 了 了 沪 示 ($ 3)。 央 吡 ; 可 使 了 的 性 质 明 明 易 得 , 就 需要 适当 取 
2 全. 的 形状 尽 可 能 迄 单 。 侦 如 坐标 丢 自 2 变 为 出, 华 标 变换 的 
《正则 ) 短 耻 是 卫 , 那 未 才 孙 了 的 年 阵 和 有 自卫 变 为 了 5， 把 三 变 
换 为 了 FF 了 这 个 事实 时 做 用 卫 变换 下 。 当 ;FE 时 (mn, 区) 
时 , 慑 如 存在 适合 了 一 PEaP 这 样 的 2 级 正则 甜 障 三 , 那 末 了 1， 
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玉 吓人 短 相 似 ， 号 成 了 ~ 了 a， 相似 关系 显然 是 等 价 关 系 。 适当 节 
9 使 表示 了 的 短 阵 简 音 化 这 个 问题 ,假如 作为 矩 看 的 癌 题 来 考虑 ， 
惠 就 与 “变换 所 熙 出 的 答 阵 史 使 世 的 形状 尽 可 能 简单 的 问题 ”或 
“ 求 与 交 相 世 且 形状 尽 可 能 简单 的 算 重 的 问题” 相同。 这 有 商 题 的 
一 般 解 符 将 在 外 巧 糙 出 。 这 和 旦 为 了 简便 吓 它 做 "问题 4 .在 讨 沧 
这 问题 4 时 ,下 提 的 不 变 子 空间 的 概念 是 需要 的 。 

以 下 诊 竺 固定 F 及 归 ( 门 中 元 了 素 若 虑 。 太 的 子 空 商 本 叶 微 
对 于 上 不 变 或 了 的 不 变 子 室 闻 , 其 意义 是 fF) 己 矿 。 因为 了 而 
定 ， 所 以 了 的 不 让 子 空 间 有 时 也 单 称 为 不 变 子 空 间 。 了 的 不 变 子 
空间 全 体 的 傈 合用 还 , 或 简略 地 用 吕 表示 ( 例 : 逊 E 这) 让. 

命题 型 假定 WE 那 关 ff 到 有 的 糖 小 广 =f WW 
EL, 

是 明 对 于 ,gyE Hi fm) 一 了 3 记 (9) 一 ALY)， 因此 
fiw of Fy 9、。 阿 样 记 人 2w) 
= fr) 。 

命题 32 当 到 ,六 一 FOE 如 时 ,假如 对 于 (em 人 和 个 ， 
使 (f(D) w,EF 与 之 尘 应 的 陕 射 是 了 ,于 末 了 了 ERGO), 

征明 设 (sw 即 z9y mod DD) ,因为 2 一 yE FW,， 
ER fe DEFODCWI. 于 是 了 (2) 二 f() (modW), 
CF ws 一 《D7 。 因 此 了 中 的 确 可 以 定义 为 把 玉里 于 六 对 
的 映 哗 (及 下 省 略 (wy vw, 中 的 椰 z 单 记 为 { 拉 )。 再 因为 (0) 十 ( 护 
一 十 扩 所 OC Ty) =v) 
fe) Cf) TFN) = CFD) + CFD) FD CY) 
十 产 ?())。， 园 梓 ， 7) 一 OC) 所 凡 FE RD， 

命题 33 假定 是 有 限 杂 ,和 加 果 dim =n， 信 /EE 如 ， 
0<dim 卫 ) 一 站 二 多 多 一 和 十 天 卫 各 天 7 二 区 两 { 0 
是 环 ; 的 一 个 基底 ， 由 $5 定理 5 有 系 4，F 的 基底 可 岛 取 {01; aa 


Li 


1 


于 个 


$13 贸 性 变换 及 共 不 谈 子 空间 好 


1 gn} 形状 , 那 末 对 于 坐标 系 妇 二 外 (gi, ay" Cn) 
和 了 能够 用 下 面 形状 的 年 阵 来 雪 示 : 


本 他 fr 
(18.1) 
Orpn EY fr 
Te 


疏 里 器 是 对 于 分 ， 的 基底 {o，as，…， ,| 表示 =f | 斌 1 的 
短 淹 ， 中 是 对 于 六 中 的 基底 {art ，…，(o)} 者 永 ea 的 短 
阵 。 

证 明 因为 Poem ，F(ea yy (0) EF CY 所 以 在 
表示 的 敌阵 的 最 初 mm 烈 中 后 面 的 *C) 个 元 素 都 是 0。 但 大 (@) 
一 (on ，… 访 (o) = 大 oa) ， 所 以 了 是 对 于 fat …。 ar 表示 
万 的 甜 陋 。 

再 对 于 也 中 利 下 的 7 列 ， 警 如 颖 fensD) = 习 和 ni， 因为 


fOr) = Cf lane)) (he) ( DP, Ne) = 关 te， 
所 以 了 是 对 于 {(ans) ，…，(an)} 表示 yo 的 短 陈 。 

奈 假如 中 的 7 条子 宰 肌 皂 4 对 于 了 DD 不 恋 , 7 中 一 各 十 9 
( 假 各 必要 ,和 以 前 一 样 变动 记 法 ) ,如 果 瑟 :的 基底 是 flers0，…， 
CentD}， 中 合 它 的 匡 底 是 {Car,-1) ，…，(a)}, 屠 末 对 于 矿 的 
基底 {41s ca, …， oj， 上 能 够 用 


二 in 

全。 
0 Ba * (13.9) 
0 0 Fe 站 


形状 的 垂 障 窜 示 。 

命题 3 假定 =HTBW, WERRGE=1, 名， 看 mm 太一 mi 
dim 全 ,一 站 因此 一 和 十 7 0 二 一 32) 。 如果 WW1= [qn， 
my rd a= [er cin), 于 是 {1 4} 瑟 为 了 的 一 个 基 
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底 ， 假 如 多 一 pg … 4) ; 闭 末 对 于 P，,.f 能 能 用 下 面 形状 的 项 
陆 表 示 : 
Fy Ow 
(0 

这 里 所 是 对 于 基底 {G1} 或 {ows or 用 未 所 下 | 人 
的 甜 阵 。 

证 明 与 命题 338 证 明和 的 前 牢 盆 岗 样 渤 察 序 可 明和 上。 

系 假定 =H 外国 W CR 全 一 工 , 有 ,和 ， 
让 科大 =n, dim = 网 中 一 人 二 "a Dn = 1， 
2 好 i 一 [ery nn] Bs [ery Cr] 
War trear Ge] 于 是 {8 成 为 上 的 一 个 若 底 ， 
全 如 pg 二 gt，…， 0) , 闭 炒 对 于 oo 了 能 够 用 下 面 形状 的 矩阵 琢 
可 3 


(18.8) 


Fi OO.--- OVln 

me 1 
2 Op" (18 .由 
OO 0 -Wl ln 


慨 定 尘 于 玉 ; 的 基底 {ttre Gn4wir) 的 坐标 条 是 po 那 
来 对 于 gi, 表示 六 -fl 及 的 短 阵 是 到,， 

(8 .由 的 年 阵 仿 后 用 中 二 全 … 惠 5 得 未 。 忆 如 六 能够 分 
解 为 让 变 子 空间 殉 ; 的 看 和 , 邢 末 由 上 有 系 , 问 题 4 就 归 赫 为 各 个 比 
原煤 订 数 伏 的 到, 的 问题 。 


§ 14 特征 值 , 特征 多 项 式 , Cayley-Hamilton 定理 


已 定 六 是 体 下 -工商 量 容 蝴 ,ERUF)，aE 五 ， 对 二 三 中 滥 
0 元 %, 如果 
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了 (人 一 at (14.1) 
性 未 a 时 做 了 的 特征 值 。s 呈 做 了 属于 特征 箱 a 的 特征 向 量 。 

合 1 假定 下 = 于 (7, 4=DrpD 了 十 十 Py 六 十 史 末 微分 态 程 
dy=ay 中 异 子 9=0 的 解 waEC 是 4 的 特征 值 , 这 时 饰 y 是 二 属于 & 的 特征 
向 量 。 

命题 85 假定 a 是 了 ER(D) 的 特征 值 , a 的 特征 向 种 公休 及 
0 的 集合 是 下 ay， 当 & 不 是 了 的 特征 值 时 命 om = 10}， 兰 末 
Tt) EE 澡 /，(CFF ca) 是 做 5 的 特征 宏 涪 ) 

证 明 ”因为 厂 (on 一 Ker(f 了 一 中 ,所 以 序 (@) 是 玉 的 子 空 个 。 
又 假 如 %EW Cm) ， 那 末 ir) =ax,， 因此 产 (人 一 am) 一 wf (2)， 
于 晤 CD EW , 即 7OF (OD C(O 所 内 邢 (0) E€ 驶 ;， 

本 命题 能 够 象 下 面部 样 一 般 化 。 

因为 (1 是 太 土 代数 , 恨 吉 ERO , 那 未 7 一 了 了: 产 
<) 中 元 ; 及 人 很 和 aoy oa Gy 七 太 ， 
于 末 ow 十 十 十 oy 扬 ES0D) . 它 订 以 看 成 把 了 代 大 ”KK 上 (部 
以 到 中 元 做 系数 ) 变 数 王 之 多 硕 址 省 (2) oo 十 里 吾 十 十 的 省” 
的 捕 困 ,号 成 多 (有 ) 一 00 十 orf 十 … 十 Ww 广 ， 旺 然 

f:BN = 人 BN Ff, Ad .2) 

命题 中 er (有 Ei 当 外 (用 = 一 a 时, 即 为 上 命题 }。 

证明 ”因为 (内 ERUTD)， 所 凡 天 er 和 (站 是 广 的 子 侄 间 。 
信 说 研一 Ker 名 ( 记 . 如 了 肾 % 世 序 , 潮 未 西 ( 由 0) 一 0. 命 fm) 一 y， 
引用 (14.2D, Bf (WD) = CF = =0, i 
ye , fl) ccw, ‘证 二 ) 

以 下 假定 广 是 有 限 仪 的 , dm 六 一 n, 案 索 处 前 他 提 出 的 了 间 题 
不. 国 为 站 是 您 中 元 ,由 前 节 命 题 88, 34, 当然 能 够 使 膨 题 简 
化, 但 苦 如 果 = 不 是 特征 值 , 就 会 有 dm 及 (to 0 的 结果 。 因此 
求 特 征 值 成 为 重要 岩 题 。.8 的 特征 值 双 体 的 巢 台 用 人 ,或 E 表 示 。 
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例 dim F(x) -#4 时; 下 二 到 (Q@)， 不论 玉 的 举 标 柔 如 何 选 了 到, 页 示 了 
的 夭 陆 是 aE, 

命题 3 假定 对 于 茶 毕 标 桑 素 东 了 的 短 障 是 卫 , 那 末 

如 人 全- |aB—F|l=0. 

旺 明 假定 oo 是 属于 = 的 一 个 特征 向 量 ， 那 未 (xzo) 一 oo 。 
所 以 (至 一 有 wo 一 az 一 了 don0。 于 是 9 元 联 立 1 葡 洁 程 
fa 吾 一 习 )4=0 的 解构 成 禁 数 天 于 1 的 子 窗 间 , 所 专 7?(a8 一 了 ) 
撩 9 一 T， 因 此 ,oaB 一 了 | 一 0. (十 些 ) 

由 上 上面 证 明 , 郎 可 推 得 下 面 的 求 。 

过 oaEE 时 ,dim Wie =4 一 门 一 8 一 ?ta 一 有 站 ,其 
中 局 裘 东 退化 次 数 , 7 表示 我 。 

假定 了 旦 %n 裔 方 限 , 那 末 

Br(F) = IBF| 
基 区 上 次 数 及 的 次 多 项 式 。 它 叫做 短 当 三 的 特征 多项式 。 


和 例 3 在 行列 式 | 六 | 的 学 行列 式 中 ;其 主 对 角 强 上 苑 来 静 吓 上 五 | 的 主 对 
角 编 上 元 索 阁 ,;H 做 | 下 | 的 至 子 式 , 朗 


Wa In 人 dp ps 
IE| 一 Car faa 机 Ton 诗 Ge dvs ~" ty rg 


Wn Ang nn ti pe ayer 


形状 的 行列 式 是 ,五 | 的 卡子 或 。 | 的 ”或 主 和子 式 全 体 的 和 如 果 号 为 
S77) ) 那 末 四 
Dp AR) ENS SY Nt (DF), 


起” 出 行列 式 的 基本 性 搓 ， 孚 pf) 可 以 筋 解 为 37 个 由 裔 行列 式 的 和 ,部 


后 一 AL 日 an 


0 一 eol TE Gag 0D 一 
GFE | EE 2 on 


[O08 OA 


一 | 区 百 | 十 台 DU) ， 《 盾 下 页 膨 注 ) 


和 44 圭 征 值 , 特 钙 多项式 , Cayley-Hamilton 定理 宁可 
这 里 35( 酌 一 | 下 | 人 (二 cd 十 aa 十 和 十 war。 把 于 (7) 宫 成 人 St 四 ,由 做 
歹 的 和 这 (Spur 或 trace) 。 


1 2 2 
例 委 rere Rr —1 :Jerite saute 
4 -12 1 
特征 值 购 竺 征 衬 六 。 
f 解 ] SFY=1LtC1)+1=1, 
ge) ~)l | | 一 工 二 证 | 
2 1 -1 -id 
一 一 工 一 2 一 工 十 了 3 十 工 一 8= 工 
1 2 |1 0 0| 
[FI = -41 下 = -8-1-4001, 
4 -TI |4 -20 -7 
斯 以 特征 多 项 式 


p(T) = R21, 
的 特征 值 可 以 作 沟 Wy CX) =0 的 楼 来 求 。 由 了 一 了 3 十 并 ~ 工 =( 瑟 一切 
(3 十 1) 一 [ 生 一 站 ( 工 一 和 (各 二 站 得 区 一 人 Ti 一 全 。 
求全 [I 解 Fo= 或 (一下 )mc=0 序 可 ， 


E21 一 251=0, 
恨 乱 x=| #2 |， 那 术 ， 一 二 十 2 一 二 二 0， 


ta 一 卜 1 十 12ts 一 人 


3 
ro 中 cd 
一 工 


红 十 字 
解 x=ix， se 二 二 4 } dl 


一 盘 


解 之 ;得 


( 秉 工 阳 这 时 万 全 训 ) 辜 示 4 蜂 行 列 址 ， 洗 的 第 所， …; 讼 列 女 剧 是 一 了 的 第 
证 读 列 而 其 余 的 7 一 上 列 (如 果 容 在 即 当 < 时 ) 皂 别 是 短 障 和 相应 的 列 ， 合 
4 人 :的 为 了 中 取 第 各 …; 二 列 各行 所 成 的 下 办 主子 (行列 ) 式 。 于 基 

(一 了 二 六， Es A DSI, 


起 中 中 是 卫 中岳 有 下 颖 主子 式 的 有 。 一 一 弃 莉 小 


?6 第 1 牵 多 性 代数 


4 一 沾 
解 Fz= 一 7， rc 1-i ) eol 
4 


命题 38 假定 也是 多 航 正如 短 耻 , 那 未 
Dpp- (XX) = 人 Br(). 
三 明 更 ppp (XY)=| XBE—PFP|=|IP.XREP PFP!| 
一 | 五 (下 再 一 下) Pi 一 | 已 | | 总 盏 一 而 || 忆 -| 
= | XE- Fi P| | P| ~ BR) | PP 
~ (F), 
法 ”用例 8 的 记 灶 ，SiPFPTD 一 访 (F)， 特 别 有 CPP 
-SF). 
命题 给 Drona.erm— Br Dp BF,, 
STDFD OF) HED) tT- + S RF), 
证 明 候 识 == 所 中 a 中 外 2 那 末 
RE- Fo E—PD)DXE,— FD) DDB XE HW 
(nm 是 上 ;的 般 数 ) 。 于 是 
BR) | XE FI Br (XN) Dr) (FR) (12 人 MD, 
此 较 这 式 两 过 合计 "(nn 是 扩 的 籽 数 ) 项 的 系数 , 序 得 
SIO) HF) + + BP. 证 蔡 ) 
由 命题 8 及 它 的 系 ， 得 知 芋 和 疙 (5) 只 由 J 了 确定 而 与 坐 称 
深 p 无 英 。 事实 上 , 如 采 改 变 坐 标 系 , 那 末 五 次 为 PRPT1, 但 
Br 与 S(F) 对 于 这 变换 不 变 ， 此 已 由 本 命题 及 系 损 示 。 因此 把 
Br, SCF) SB, SB (A. 
nn 次 代数 方程 儿 :( 了 ) =0 几 做 子 或 三 的 特征 方程 (或 由 于 
在 天 文学 上 历史 的 理由 而 叶 做 未 年 方程 (seculer eqguation))}。 求 
了 的 特征 值 解 它 的 特征 方程 部 可 。 人 但 是 息 方 程 的 根 不 一 定 都 在 基 
珊 体 天 中 ( 璧 如 在 例 4, 因为 假定 玉 一 CC, 所 以 耳 /( 革 ) =0 的 程 都 
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在 五 中 ,但 是 如 果 假 定 下 一 吾 , 著 末 i(XY) =0 的 概 士 ; 不 含 于 
及 ) 。 然而 由 代数 学 上 已 知 定 更 ( 例 和 如 , 正 计 , 滩 野 : 代数 党 贡 , 并 
波 书 店 ，1952, Dp. 53) ， 住 合 玉 的 某 个 体 乒 在 五 中 就 能 钥 仿 
全 区 ) 的 甩 有 根 [ 对 鞭 定 的 体 匡 作 适 当 “扩张 体 ”“ 当 然 是 舍 瑟 的 
你 ) 五 能 够 使得 至 上 "尾音 ”代数 方程 在 天 中 具有 根 ( 正 田 , 浅野 : 
代数 学 T，p. 5 和 。 例 如 假定 五 - 亚 , 著 未 作 下 =C 序 可 。 根据 所 
讲 “ 代 数学 的 基本 定理 ”以 “复数 作 么 数 的 代数 方程 的 根 都 在 复数 
体 中 门 。 这 时 如 果 王 E 豚 人 到) ;当然 于 EE 对 (n, 下 ))， 因 此 自 妈 
好 以 六 ' 为 基础 体 , 那 末 “特征 方程 的 根 都 在 基础 体 中 ”。 状 了 今 
后 简单 超 见 , 假定 基础 体 适 当 取 “ 大 "使 这 事实 能 咸 立 。 于 是 显然 
有 下 而 的 命题 。 
命题 和 aE&,,(a) 一 0。 
假定 区 一 {a oa ， 
因为 (XY) 是 最 高 次 系数 沪 二 的 次 多 项 式 ， 
BRI Ea Ra) (14.8) 
第 二 六 十 Fa 于 十， 入 半 守 ， 各 汪 届 汪 ], (1 4) 
由 命题 38, 民 ertf 一 oy"*E 由 ;/， 因 为 Ker(f 一 20)=W a) ,aE Gy, 
所 dim Ker (fF 一 a) 0 但 是 人 寺 ' 地 dim Ker (一 on 
sdim Ker(f—-an* ”上 故 dim Ker( 一) 0 全 命 Ker{ 一 oa) 
-Wi fn= 记 i 最 然 厂 to WCWs CCWC, 
命题 竹 dim Hin 宇 mm, 遂 当 取 厂 , 的 起 底 ， 能够 使 玉 示 万 
的 短 阵 合 下 面 形 状 约 7; 条 第 2 三 骨 型 短 仁 : 


1 


Cs 


注 十 实际 .F,; 在 此 假如 dim Wi m= 自 Wr 适当 取 慧 底 , 那 林 来 示 
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六 的 算 阵 自身 就 成 为 上 面 的 形状 ,这 在 稍 后 序 知 (党 理 16 后 面 的 例 肠 。 

姓 明 因为 对 于 任何 4 都 一 样 ,所 以 作为 6 二 来 证 明 。 六 一 工 
时 是 明显 的 。 取 oa 的 特征 癌 量 oa 作为 Vis 的 基底 中 元 郎 可 。 当 
科 关 2 时, 和 如果 把 [as] 作为 1 命题 33 中 的 WF, 那 未 表示 六 的 
短 阵 就 成 为 

Cd 闫 
( Or, oj 


的 形状 ,因此 六 的 特征 多项式 显然 是 ( 芋 一 04) 音 sm 于 ) 。 另 一 肯 面 
它 等 于 ( 民 I 纺 ,， 周 为 氏 记 3, 所 以 赣 pw( 耶 ) 一 0 具有 根 革 =om .由 命 
题 各, m 是 耳 吕 的 特征 备 , 于 是 om 的 (对 于 了 中 的 ) 特征 空间 的 
稚 数 大 于 零 。 因此 由 18 命题 33 的 每 , 近 当 取 广 的 基底 , 闭 末 记 


的 敌阵 就 威 为 
a 
加 
0 3。 alt 


的 形状 , 所 以 不 得 不 dim Win2， 假 各 78, 同样 更 进一步 就 
能 名 得 到 人 im Ti,, 汪 8， 重 复 这 个 方法 ( 严 害 地 , 由 数学 妇 秩 法 )， 
命题 郎 得 到 证 表 。 

命题 2 假 朗 Wr, = Wi, 却 末 W, "sy Ws 无 关 。 

醋 骨 ”由 和 定理 1, 证 明科 十 … 十 4 一 0， 八 生 作 全 辐 一 0 好 
可 。 瑟 . Weyl 全 用 如 下 的 巧妙 的 方法 来 证 明 。 

很 如 根据 dd. 号 招工 盏 (二 ) 苍 为 部 分 分 式 ， 


1 PT .TN) 
FT, (XX) Co (XX— oy 二 


(14.5) 


命 
TXY 
.ee 


二 (a) a 
二 (于 )， (4. 人 
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TOR PIX) —Pe(F), (14.7) 
A ER , (14.8) 
于 是 由 (14. 国 ， 
Co) 十 … 十 镍 zz) =1, 
所 以 


入 十 … 十 4 一 se (FPF 的 重 等 映射 ) 。 (14.9) 
及 假 瞪 mwE 及 :因为 (Ff 一 20) "(20) 二 0, 由 (14.6), (14.7), (14.8) 
立即 得 到 
i =0, ‘14.10) 
于 是 考 财 轨 十 … 十 由 0，wE 下 ,， 两 过 对 于 91 的 篆 , 根据 
{I4.10) 序 得 gitw2) 一 0, 但 由 (4.9 ， (4.10) ,gw) 一 向， 因此 
1 一 D， 丙 样 we=- 一 一 了。 
用 上 上 面 精 果 能 够 让 明 下 面 的 定理 。 
定理 人 必定 上 是 ” 淮 向 莉 空 滑 族 的 线性 变换 , 它 的 特征 什 
as 0 ow 都 在 基 硼 体 下 中 ， 流 时 如果 了 了 的 特征 多 项 式 瑟 () 因 
式 分 解 为 
AE) Ea 
的 形状 , Ker{f 一 a 一 ,= 了 2 加 那 玉 六 一 LA…Wy, 
dim =m 概 和 加 了 | 邢 :== 关 , 那 末 i 的 特征 多 项 式 是 (XX 一 a0"， 
厂 明 由 命题 好， 柬 1， ， Wx 是 无 关 ， 所 内 了 二 从 2 十 … 十 
二 7… 折 Wr .由 5 定理 5 的 柔和 4 及 命题 4,9im (Wp:… 
WD = 这 dm 27 因此 dm 了 =n 守 7(， 田 一 方面 ,出 
(1. wn 一 宣 m, 因此 在 命题 抽 的 糯 论 中 不 符号 不 能 成 广 。 
及 因为 适当 到 下 ,的 基底 , 表示 了 的 算 阵 能 能 成为 a 恰好 在 主 对 
角 科 上 的 名 i 服 三 角 型 ,村 是 沁 的 特征 多 项 式 是 ( 革 一 wa) "。 青 因 泳 
dim 广 二 dim 之 后 所 以 
= WD . 
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例 命题 拉 后 面 的 " 注 深 "事项 可 由 上 而 的 诗 明 得 知 。 

全 和 用 (和 约定 脆 的 和 是 自 了 到 本 的 对 及 上 7 了 了 例 名 ,入 了 og 二 了 i， 

于 是 由 这 定理 及 $13 命题 34, 我 们 的 间 题 A& 归 精 为 了 的 特 
征 多 项 式 属于 (二 一 中 "形状 的 情况 。 这 时 由 于 基 导 的 选择 ， 显 并 
表示 上 的 拭 降 能 链 成 为 三 角 理 。 间 题 A 的 最 后 解决 让 本 下 节 。 由 
上 面 的 精 果 容易 推 得 下 面 Uayley-Hamilton 的 重要 定理 。 

定理 19 (Qayley-Hamilton 定理 ) 假定 是 任意 大 阵 ， 
于 a( 驴 ) 是 它 的 特征 和 多项式 , 著 末 Bx (下 一 0D、 

例 ? 就 例 站 的 依 形 来 吉明 Carley- 于 amilton 定理 。 


工 2 2 ITIL —24 #6 
Liel =| 1 一 中 所 以 F3=| 4 -9 ?) 


入 一 了 1 一 生  —## 


Pp) A 二 = 1)， 
因此 Bp) PDE) 


0 2 2 13 -24 6 /0 0 
1 -2 | 4 -8 2|. [co08 
4 12 0/\ -4 8—2 0 0 


为 了 话 明 Qayley-Hamilton 定 班 , 首先 证 明 下 面 两 个 引 再。 
理 8 当 寓 (二 ) 是 瑟 的 任意 多 项 式 时 ,如 果 
F=f, 
贡 末 BPE BT ED)., 
群 明 一 般 假 定 4 与 4 ,BB 与 遍 ,，, 上 与 分别 是 司 炙 的 
方 德 ,显然 
(ADEB DD + ADBPEDBIN = (d+ A DBL+IN, 
a(ADBD.CEL) 一 ad 人 十 ac 有 下 Pa 
(AFTBE.HBN (ABDE DDBIN = A40BBF D-DDLN, 
重复 引用 此 事实 , 序 容易 得 拐 引 玲 。 
引 理 4 假定 六 是 介 下 面 闭 梓 主 对 角 科 上 元 过 部 是 0 的 nw 级 


点 了 4 畦 征 值 、 兰 征 过 十 趟 ，Cayley-Harmmilton 定理 B1 
三 角 型 矩 陆 ， 


著 末 "==0. 


证 明 ”由 计算 
0 0 D 
0. 0 外 站 四 
一 .0 ’ 1 = .9 1 
OQ .. : 
\ 0 0 .9 
0 


所 名 "一 0. 
象 这 样 自习 阁 于 同上 成 为 0 的 敌 乔 ,对 向 寡 露 。 一 般 , 对 于 环 六 
中 元 x, 存在 便 略 =-0 的 自然 数 交 时 ,2 叫做 人 的 圭 夫 元。 
Cayley-Hamilton 定理 的 征明 证 明 色 (六 一 0 即 可 。 直 
定理 16, 分 角 
BT) No, 
适当 现 线 .=- Ker{ 了 一 a0" 的 基底 , 那 来 了 | 证 :一 fi 可 以 用 答 陈 


Oi La 
a t 网 je 因为 上 一 天: 提 太 3 中 … 电 栋 s 合 关 刺 ; 这 


Ct 


样 的 车 底 就 得 到 六 的 甘 底 ,由 此 , /可 歇 用 短 障 
"MOFID.O 
表示 。 亲 是 就 这 "来 证 明 (Fr") -0 即 可 。 
由 引 理 3 ， 
DP) DB (PD) BD PY) DBE (FD. 


Ey 迄 1 登 镑 性 代数 


在 右边 , 艾 如 
BFD) = HA) FI el) ™, 


0 Eb 
因为 -opB=|o .| 
0 


< > 
人 


由 引 理 4，( 闻 一 "一 0， 国 而 夺 (F2) =0。 同 样 B1 (2 一 0， 
,BAPE =0, BIH BE) =0, 
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在 $14 中 已 把 $18 提出 的 闭 题 态 妇 赫 为 了 的 圣 征 多 项 式 
多/ 于) 是 (六 一 中 *,n 二 上 Hm 形状 的 情况 。 以 下 就 比 情 况 来 解答 
问题 各。 

出 814 命 不 和 后 面 的 注意 〈 竣 照 定 理 疾 后 面 的 例 5 ， 和 这 时 
适当 选取 %, 能 够 使 风 成 为 


mn 


形状 , 因此 由 定理 17, (7 一 中 "=0, 命 j 一 a 一 yg, 那 末 凡 -0 部 
9 是 ) 的 深 霸 元 。 又 适当 选 下 9， 央 为 表示 9 的 短 限 为 


所 以 区 ,一 人 0} 。 
于 是 对 于 Y=~ 0， 1， 2, "gy 命 
Ker gi Vo, dim Fe dd (15.1) 
{但 所 一 2 ( 虱 等 觅 和 对) ) , 因 然 
下 各 一 {0} FDC FC a CF m= FY， 
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Od Vd nn {15.2) 
命题 骆 在 (15. 允 中 ， 
OdaD, (15.3) 
叉 对 于 基 个 自然 数 4 假如 
dd, (16.4) 
| 
那 末 4 一 不 2 一， 一 由 (15.65) 


屿 明 (5.3) 意味 着 由 = 攻 erg 含有 非 0 的 向 县, 因为 由 .上 
衔 可 知 0 是 9 的 特征 从 ,所 以 这 是 显然 的 。 

到 (5 . 4 一 > ‘15 .由 章 味 着 下 = VD 部 
假定 “gD 一 0 地 g7(0) 一 0 于 林 六 1 的 一 0 二 9 人 扩 一 小 ， 
这 命 细 一 9) 部 得 。 “证 昔 ) 

愤 在 数列 Go0， 324， ao 中 使 (二 .由 成 站 的 总 的 最 小 数 是 
z， 内 吕 5. 介 ,lp (当然 sm 。 于 是 

es dD do, 
Vo EV OGrFoGE...EVY Vr, 
首先 ,vv 一 1 的 情形 是 简章 的 ,这 时 因为 
VO~Kerg= Ker(f—a)=y, 
所以 y 二 0, 了 =a， 因 此 的 基底 不 座 怎 样 选取 , 表 东 了 的 短 伞 是 
a 
入 下 考 虚 v 关 2 的 情形 ,这 时 命 
dnd end, =1, 2 2, (15.6) 
因为 lo =0, GD 了 之 dQ 一 pp, 所 以 


ed , en 0, > 8 = 
在 VV 中 中 能 刍 取 e 个 基于 mod VM? 无 美的 向 估 
0 ey Be), (15.7) 
把 它们 合 基 起 求 , 显 然 就 得 到 六 的 基底 。 
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为 了 解答 我 们 的 间 题 入, 在 矿 中 就 选取 于 样 的 基底 ， 对 于 ' 汉 
的 坐标 系 假定 是 2, 但 是 在 选取 兰 基 多 时 ,还 须 注 意 下 面 约 事实 。 
命题 牧 当世 iv 一 2 时, 根 如 (后 ,站 是 了 9 中 关于 
mod VY 元 闫 的 向 量 ， 那 未 
baba Dn 人 《入 65.7") 
就 是 让 ?中 关于 mod 让 无 关 的 向 量 。 因 此 电 所 en。 
证 明 (15.7) 的 向 量 是 Vm? 中 元 意 昧 着 gg 中)， 
， gD (gn «0 ) 都 是 0, 这 由 wD …-) EC ,最 a EE Dy 
一 0 可 以 明白 。 芭 人 届 5 .7 站 的 向 基 关 于 mod 7 沪 关 就 瑟 味 著 
MO (BE) 十 二 
这 由 (6. 门 的 向 量 关 于 mod VO 无 美 立即 有 明白 。 (证 毕 ) 
令 对 于 了 的 某 个 糙 定 值 ，45 .7) 的 向 最 用 (9 表示, 者 末 人 台 
并 
C1 《DC 
就 成 为 玉 的 共 底 ,但 是 引用 命题 伯 ， 它 可 以 象 下 面 闭 样 来 选取 。 
首先 ) 任意 选 (Dw 为 了 简单 放 个 用 zw 
3 26 表示。 
由 命题 星 , 这 时 能 够 选取 
《多 导入 和 (PC )) 
作为 (9) ,1 的 一 部 分 ( 现 在 我 们 仍 尖 z 尖 2)， 很 如 ee" 关 
未 滨 就 是 {v1 的 人 部 。 不 拘 上 怎样 , 取 它 作为 07) ,i 的 一 部 (或 
全 部 )， 当 6)<e ?时 ， 任 汪 附 因 Fe 中 er-D 一 et? 个 美 于 
mod 广 ”D 雹 美的 向 最 2 人 说， we 使 之 成 为 ( 四 ,1， 更 
设 v3, 考虑 
1 
因为 它 全 是 了 和 2 中 基于 mog 7 无 美的 阅 量 ， 所 以 宅 们 成 为 
(0 -= 的 一 部 分 (起 至 部 ) 。 这 样 ,继续 > 回 就 得 到 we 个 向 量 
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wo, ge), ee GN), G1, ,15.8) 
一] ("一") 个 向 基 
wD, gD ,I (DN, I, ED IS.9) 
等 等 ,把 宇和 们 合并 后 就 得 

ve (v1) (er De + le ne) Ton 
个 无 关 向 量 , 朗 玉 的 基 展 。 

于 是 用 (5.8) 中 2 个 向 量 生成 鬼子 空间 [wD …, 9”1(w9)] 
WW 由 六 =0 容易 得 知 是 9 的 (因而 又 是 f=g+a 的) 不 变 
了 空间。 六 显然 是 6 中 个 bv 杂 不 变 子 空间 到 中， We; 
(er 一 6 ( 守 0) 个 2 一 也 蕉 不 变 子 容 关 V1 WW 
等 等 的 协和 。 恨 如 允 于 下 中 的 基 订 圾 示 引 全 出 :99 几 琴 四 一 Fe 
的 振 体 分 别 是 只， 三 ， 那 末 9， 了 可 以 分 草 用 年 障 GBG®B 
FDT… 来 表示 。 

现在 就 i=1 来 考点 , 玉 中 的 共 底 仍旧 取 (15.8) 的 向 量 ,但 是 
收 恋 秋 号 , 命 

WD), ga) ,wd ,15.10) 
取 此 作为 基底, 那 末 圳 示 多 的 矩 障 显 然 是 


0 1 0 | 


9 Se 
Gum= i |y 
0 © Ol | » 
0 0 0-"0 
的 形 钛 。 因 此 对 于 和 启 样 基底 来 表示 关于 中 = 了 FD 一 gD+a, 就 得 到 
1 自 -…… 人 人 | 
0 ee 
FV=|: a 后 {1 .11) 
0 0 Qa 
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形状 的 知 障 。 这 右边 的 矩 阵 用 了 (a,v) 表示 (于 是 Y= 0,5))， 
当 er >e 中 时 ， 刘 于 e175e 的 j 作 同样 的 潜 虑 ,由 
(15.9) ,容易 得 知 了 | 外 = 了 中 是 用 矩 隘 J (a, zr 一作 表示 。 
烷 合 以 上 事实 ， 在 我 们 的 假定 下 , 得 至 下 面 解 徐 问 题 A 的 计 
理 。 

定理 18 假定 /是 % 杀 向 量 空 闻 矿 的 太 型 变换 , 它 的 特征 多 
项 式 古 (XX) 荆 (下 一 "的 形状 , 尘 末 适当 取 六 的 坐标 条 9p, 就 能 
够 用 下 面 形状 的 短 阵 址 东 了， 

Vo) Tt a) + TD (a, ol te 


ey 个 CEE pny 个 


(15.12) 
这 到 as rv) 是 用 届 5.1D) 定义 的 短 阵 ,6 是 用 (15.1), 05. 的 定 
emdd ~ Adim Kor(f—a)!— dim Ker{f ~ a}! 
Of, 
如 是 肖 化 次 数 ,7 是 秩 }。 因 此 
Oe er dso -dim Ker(f—a), 

对 ”用 上 面 的 记 法 ，(7 一 四 “一 0， 

” 叫做 /或 表示 它 的 矩阵 ) 的 戎 移 次 数 (这 概念 在 这 里 是 就 
竺 征 多 项 式 为 (二 一 中 形状 的 变换 { 或 生 阵 ) 来 定 尽 的 ) 。 

(15,12) 形状 的 甜 阵 一 般 用 了 te) 吉水，(v ay 四 是 由 wa 与 
确定 的 > 般 短 阵 , 但 2 lw) 妆 加 不 能 作 沪 由 = 确定 的 和 矩阵。 (a) 
只 是 裘 示 “条 阵 的 形状 。 这 时 ,了 (oa 四 (aa 国 … 和 io 形状 
的 算 阵 时 做 Jordan 标准 形 。 

由 定理 15, 18, 得 到 下 面 关 于 间 题 A 的 决定 苦果 。 

定理 19 恨 定 /是 向 量 空间 的 米 性 变换 , 它 的 特征 多 项 
式 是 
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G(X) = Fa a ™, (15.18) 
这 时 ,适当 取 玉 的 坐标 条 9， 凤 了 能 句 用 
(01) 四 -中 oa) (15.14) 


形状 的 Jordan 标准 形 短 阵 囊 示 。 

三 明 ”由 定理 16, 自 415.1) 命 Kertf 一 a0" 一 Wi 那 来 了 
但 和 分 解 为 广 = 证 凶 … 凶 Vp，dim Pi 一人， 人 根 定 了 于: 一 疡 ， 那 
未 ;的 特征 多 项 式 为 (X 一 a "由 憾 理 18, 对 于 不 , 取 适 当 厅 底 ， 
户 能 锅 用 J 了 ia) 形状 殉 短 阵 案 示 。 把 它们 合 开 后 所 成 的 广 的 基 
底 , 由 它 确定 的 坐标 对 作 为 部 可 。 

系 1 假定 访 的 简 攻 次 数 是 zi 

一 (一 

性 末 VB,( fF)=0. 

时 做 了 对 于 特征 值 ai 的 简约 欢 数 , 名 (下) 的 次 数 训 十 … 
+v 对 散 了 的 靖 烛 次 数 。 

系 2 当 * 艇 方 障 五 已 音 定时 ， 取 适当 的 ww 般 正和 但 短 联 卫 能 
锯 重 得 PFPT 成 为 Jordan 标 惟 形 。 

连 释 上面 是 取 弛 5.10) 作 为 丈 山 的 直 底 ,假如 取 与 {15.8) 同 样 的 顺序 
《改变 上 5 .10) 的 恕 号 ) 附 加 番号 成 为 

村 = ED, 和 一 了) TL), 

以 芝 作为 基底 ， 那 末 所 得 旬 的 才 示 .7 的 重 障 是 人 415. 了) 中 开山 的 后 ( 拒 
阵 的 形状 由 第 2 三 药 型 谈 为 第 工 三 角 型 ; 。 芒 样 就 得 到 [ 述 “Jorqan 标准 形 
短 阵 ”的 转 汪 和 滤 隧 ,有 时 也 夺 这 和 富 形 闫 为 “ordan 标准 形 ”。 

俩 工 了 证 束 用 对 衣 条 型 涝 陋 表 示 的 必要 兆 分 条 件 夺 了 对 于 各 个 特征 值 
的 简 间 次数 都 是 了 区 v1 一 v3 一 一 px 二 1，。 蛙 别 > 

TA 

时 ,了 能 角 用 对 角 灵 型 簿 隧 表 示 。 

[ 解 ] 很 定 外 C0 = (Ia) (Na) 
人 冤 Wi=Kertf an Fo WDB-.BW, dm Mi=7;, 
= 了 [Wi 的 简 灼 次 数 菠 vy:.。 如 果 本 一 二 过 命题 插 后 面 所 述 的 那样 产 的 
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上 矩阵 能 驶 用 Fi 一 orBr, 奏 示 ;所 以 了 了 能够 用 
F=mE,,PoErD"PDarEr, 
表示 。 它 是 对 角 线 型 算 隧 。 
友之， 如 困 了 能 够 用 这 样 的 对 角 线 型 垂 阵 事 示 ,出 显 然 对 于 各 个 特征 值 
oq 的 简 的 次 歼 vi 邦 是 1 
例 3 就 $8 扩 例 4 例 7 中 提出 的 


1 2.2 
人: 一 二 
4 —12 1 

来 解答 阅 题 


[ 解 ] 象 在 入 例 #4 中 那样 ， (XX) 一 ( 蕊 ~ 了 (一 和 (全 二 六 着 是 卫 1 
KertF~- B=TMT(, Wo KertF—iE) = WG), Wy= KertF +iE) 
一 下 (一切 的 基底 能 驶 分 别 选 取 


3 4 二 中 4 2 
a=[ 工 」 m=! 1 ) as=| 1—: ) 
一 芋 一 和 一 入 ， 


以 (aiy go 加 } 作 为 了 的 基底 , 急 如 把 坐标 变 为 由 它 所 确定 的 坐标 ; 那 末 了 应 
祷 用 捞 库 7 来 表示 ， 


3 4 上 + 和 4 4 一 机 
pics| 1 IH 1-i | 


1 —4 一 生 
因此 
2 一 4 1 
—1+ 1 —1+i 
P=(P"D)-1—| 4 2 4 | 
LB Tt 1 
和 3 


由 实际 寻 算 得 
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2 一 4 1 
-IFH 1 Itilfi 2 和 和 4+ 4—2 
PP-1 4 五 一 所 1 _T 1 了 I Ti 


1l-8 1+4 一 1 人 -1121 \ 1 -4 -4 
到 5 4 


2 一 生 1 
一 53 一; d+ 1: 叶 4 二 +21 条 一 人， 1 0 0 
一 4 回 4 人工 1+i 了 0 7 0 
-3+ 4 一-I 一 一 4 0 0 一 
4 2 4. 


例 8 假 没 E=C, 就 将 
一 4 9 一 4 
(= 13 一 8 ) 
—15 如 ~13 
谈 为 .Jordan 标准 形 。 
[ 解 ] 求 出 特征 多 项 式 
Bp) 二 XX3 一 豆 2 一 及 十 1 一 (一 1)4( 及 十 1)， 
Wi=Ker(F— EOWI wm Ker(F —), Ha= Keri{F+E), 
解 


/5 9 ~-4 1 
(F—Be| -9 17 -8 ke=0, 得 Wi=1%|1ilrecl. 
一 下 29 一 也 1 


解 
f 8 4 2 1 
(F— Ew-|12 —24 中 得 分 |= 人 0 上 和 
1 


24 —45 24 必 一 
解 

一 中 9 -4\ 1 
二 十 本 2=| 一 9 1 -8 iz=0, 得 全 .=i2| 3 14;nec!, 

—15 29 —12 f 


兹 求 作 以 Jordan 标准 形 末 示 了 的 菇 底 。 首 先 取 Hi 中 对 于 moi! 江 


2 -5 9 ~4 /2 一 
关 的 向 时 “(1 -9 如 -| 1 二 作 
0 -15 2 ~14/ \0 
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一 2 工 
为 Wi 的 基底 。 we (=) (| 再 取 js 你 * 的 基底 ， 
0 B 


1 1!1 0 
于 是 下 应 读 用 Jordan 标准 形 re 1 | 中 


坐标 变换 的 乍 障 卫 , 由 


于 2 1 6 -地 6 
P-1=I- 1 1 让 则 P=|3 -5 中 
—1 0 1 -2 I 


6 -12 5B /4 9 —4 -1 让 于 
PFP-i1=-:|3 -.:6 2 (= 1a | -1 1 中 
1 一 2 1‘\—15 30 13 '\—1 0 6 


8 -12 /1 1 -1 
-6 中 1- 
-2 1\—1 -1 一 6 


§16 Euclid 室 间 


我 们 在 $1 中 缆 明 了 ,对 于 “在 力学 上 使 用 的 问 量 ，A，B，O 
开 个 事实 都 成 站 .在 8$3 中 ,根据 重 述 的 息 , B,C 定义 了 作为 代数 
系 的 “向 晤 空 二 ”， 耻 样 一 直 论 述 到 现在 。 但 是 对 于 “在 力学 上 使 
用 的 向 量 ' ,能 够 成 立 的 事实 很 多 , 不 仅 只 是 和 ,B,C( 及 自 它 导出 
的 事实 ) 了 而已。 从 这 些 超 实 之 中 , 我 们 所 以 特别 抽 出 入 , B, 避 是 
因为 员 由 它们 就 能 够 导出 其 他 各 种 事实 ， 正 象 直 到 现在 所 看 汉 的 
那样 。 叉 满足 &，B,， 0 的 “各 量 空间”， 出 现在 数学 的 各 部 门 中 。 
A，B,， 0 确 是 数学 家 简 据 钴 瞪 与 智 兢 所 发 更 的 “好 公理 。 

下 茄 讨论 “在 力学 上 使 用 的 向 量 ” 的 另 一 有 甩 性 质 (不 含 于 


816 Euonlid 只 六 91 


上 ,了 ,DO) ， 这 就 是 向 重 完 , 8 沿 所 定义 的 内 各 8。 下 面 关 于 内 积 
的 一 些 性 质 , 想 访 江 已 轻 知 道 。 
(i ) 侦 是 对 于 空间 刘 交 坐标 ， 
T= (m1, Wes Wa), A 
= (Wi, Wa We), pe 
末 未 ey 一 91 十 oY as 
《这 ) wy ye, 
(TE Y= YT vy, 16.1 
对 于 a€ 有 ,有 (ar 一 az8) ， 
(i 假定 ww 一 2 闭 末 风 2 一 好 十 昌 十 坦 池 0， 
12| 一 22 是 向 量 2 的 长 , 状 且 -0S|%1 一 0, 
{iy) 假定 %, 8 之 问 的 夹 角 是 8 那 琳 
wy=|w :|¥| cos0. 
等 绚 ， x | 8=>28 一 0， 
拒 以 上 作为 模型 , 当 虹 .上 向 量 空 间 洲 注 中 下 4 
面 的 条 件 时 ,我 合 呀 矿 做 百 aelida 的 。Tuaelia 向 图 16.3 
量 空 岗 时 做 一 般 uclid 室 间 ， 有 限 灯 的 一 般 Buctid 空间 是 做 
Euclid 室 间 。 
1， 诸 于 zyET, 有 总 中 元 吗 与 之 对 应 ,时 做 ， 9 的 
内 积 。 
2, wy:=yr, 


WB. (ote y=- wy way. 

4. 对 于 任意 aE BR, (ar}g=atey)，, 

EB. www=o 0, gO =0, 

酌 1 把 y 四 定 ,假定 了 (zr) 一 xy) 那 末了 ER(F, BR), 特 81， 
0.y 一 0 

把 x 固定 假定 y 4) xy， 那 来 9 E28 吕 )， 特别 ， 
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， 如 0 一 个 ， 
俩 2 当 F 是 及 上 nn 条 向 量 空间 时 ;国定 FF 的 点 标 有 对， 对 于 


Gi 1 
pr) = : ) st =| : |]， 
ky nn 


命 呀 == 邹 (2) (9) = 加 Sm 逆 太 玉成 为 Euclid 的 。 
特别 ，R" 是 根据 zy--'z9 形成 的 Euclia 空间 。 
例 3 慨 定 as 8ER, 区 间 [a 有 =4y 对 于 Ed By 3; 例 10) 中 元 
7 9 …， 规定 
fo= | roeleyar， 
那 末尾 局 ， 一 成 为 Ruelid 空间 。 
俩 4 因为 由 4 妇 芝 0 所 以 Ya3E 下 YY 开 一 ]23| 时 做 了 的 长 ， 
laz| 一 |s| sl 《由 已 2 已 3)， 
[zl 一 bc3szr 0 (由 卫生 。 
一 般 Buclid 空 草 中 长 是 1 的 元 时 做 单位 向 量 。 
咏 后 如 不 预 竺 证 明 ， 广 作 为 一 般 Fuclid 灾 间 , 2,%,，… 表示 
它 的 元 。 
命题 旧 (eg 二 oa Qanchy-Sohwarz 不 等 式 ) 
柄 明 ”对 于 任意 &€ 五 ， 
0 Est +t wy) TT, 
有 边 是 6 的 二 次 三 项 式 , 基 为 它 的 符号 一 定 , 所 以 刷 别 式 不 得 
不 所 0, 即 


(gy) — wy 0, 
例 5@ rz, [ziy|=ry Sy= ar, xz， 


和 ”假如 人 ?一 2 一 0) 郎 (C0)3 一 玫 六 ,站 就 是 入 二 次 三 硬 式 2 上 -28 fr) 十 是 
的 判 剧 式 一 0, 因此 它 有 一 个 每 根 如 一 一 -路 . 村 是 (Er 十 如 3 一 0 册 入 5, 和 wy 一 0、 


所 人骨 jy 一 一 tor. 久光 切 >0， |2| 完 0， |2| 兰 0， 当 1z[ [#1]=2y 时 ， 六 0 因此 后 专人 0， 
当 地 | 一 一 了 对， 友和 0 因此 吉之 0 溃 9 二 一 0; 序 得 y 一 w. 一 各 者 注 
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出 二 和， 2 | 站 | = =r 0 
6 当 zF0, yO 时 |- -3 -|<1. 
例 当 开 9 才 ， | 到 加 
ALG GD - 二 8 人 :交趾 叙 2 之 闻 的 入 。 


TT 和 


当 z;,Y 之 而 的 角 g 3 即 妙 -0 时, w,y 叶 做 垂直 或 直 交 ， 
写成 zy 当 2 或 y=0 时 ,总 是 红 一 0, 这 时 也 时 zy 垂直 。 

命题 26 zyissiz2l 十 | 。 

车 明寺 ?= 2 |: |y| 二 |y|? 
二 (|z! 十 jy1)*?，。 取 两 边 非 鱼 的 于 方 根 序 得 ，。 

条 19 |z--g| 宇 lzx|~|y 。(~ 表示 其 )。 

水 号 |zw-—y|+iy—z| 庆 [4 一 ?|. 

注 莫 一般; 在 由 元 7 和 #2 形成 的 集合 驴 中 ， 妇 如 对 于 他 意 两 元 
多 YY 有 时 做 2 之 国 的 距 攀 P07 芒 的 非 负 实数 y 
革 之 对 应 ,大 且 

Ty Y) TOY, 

pir Y) = oy, Rs 

piwy 和 otyy 8) pr FY), 羡 16.83 
这 时 S 中 伐 以 作为 距离 的 距离 空间 。 在 一 般 人 uelid 空间 下 中 , 假如 
| 一 引 | 一 te 仿 ; 那 末 玉成 为 中 六 空 肺 。 

慨 定 厦大 中 有 元 # 及 子 空 间 不 ， 如 果 < 与 及 中 任意 元 疏 直 ， 
那 末 2 与 克 叫做 堆 示 践 直 变 , 写 成 2 的 ， 对 于 下 的 两 个 予 空间 
Hi 厅 s， 如 时 他] 中 任意 元 人 与 斌 s 中 任意 苑 oa 恒 垂 直 , 那 未 
i， 抒 3 呈 做 大 直 或 寺 变 ,写成 V1 | 帮 :. 

例 ? WPI Ws 
爹 下 1 由 任 喜 元 各 王者 于 Ws， 
侈 下。 中 代 意 元 wa 王 直 于 不 1。 


种 因 光 (一 办 ?3 一 入 一 3] 二 区 产 豫 一 由 | | 十 丘 王 {zx| 一 | 史记 以 
Iz 一 yi 宕 |z|~14|, 一 一 钴 者 注 


时 第 1 章 六 性 从 鼓 
”人 酌 8 假定 有 子 空间 下 那 末 /={ 肖 yl 到 } 成 为 中 履 夺 手 仿 
前 子 空 笨 。 

例 8 中 的 予 空间 W' 时 散 砍 的 庶 交 补 空间 ,用 矿 ! 表示 。 

命题 各 假定 {ey ga: …， 9 是 太 的 天 亲子 窒 园 信和 的 基底 ， 
那 未 yEV 牌 直 于 厂 的 必要 充 号 条件 是 org 全 : 工 2 和， 

征明 矿 y=39]y (i 一 了 2，…,; 如 是 明 量 的 ， 

反之 , 假 吉 zw]y 人 一 4 2，…, 间 ,内 为 五 中 尾音 元 2 能 伪 
虱 为 zw 一 和 ri 十 … 二 和 ppp (EER), 所 计 wy 一 Ogi Nn) 
一 和) 十 … 于 EB) 一 0 于 和 是 42. 因而 Wy. 

对 于 的 个 子 空间 so， We， 当 各 二 7 时 下 1] 
yy, 那 末 Wi ss 做 醒 交 村 。 又 对 于 玉 中 于 个 人 民意 非 
需 元 而 8s x 假如 上 La],， [8s]，…， [ar] 是 直 变 夭 , 屠 来 后 ， 
ta QE 寻 做 奋 变 又。 

命题 铬 恨 定 矿 )， Ws …, Fi 是 直 变 双开 末 它们 无 关 。 

证 明 假 衣 和 人 E 丙 ; 人 = 工 , 2， 加 归 好 十 2 十 十 人 
二 0, 于 来 0 一 2 人 -二 wa 十 贡 一 和 于 耳 知 一 0 全 一 下 ,是 ) ， 
所 以 和 

浓 1 假 是 6@1, ca …， Gx 是 填 交 又 , 那 末 们 歼 性 无 关 ， 

潜 2 nn 杂 Euclig 空间 中 % 个 元 假如 碾 为 将 交 系 , 那 末 它 
们 就 是 六 的 基底 。 

由 单位 向 量 形成 的 站 变 么 叶 做 王 规 齐 交 么 。 正 规 站 交 系 厂 为 
Coclid 宏 勿 的 基底 时 , 咱 做 正规 丰 效 基底 或 完全 正规 站 变 系 。 

定理 20 该 入 是 ” 维 Eoclid 空间 ，{a aa my， 2 是 天 的 
一 个 基底 如果 
D1 
| 可 | ” 
By = Gx -一 了 (Bg) Bi BE 二 -人 《和 一品 ， 呈 入 ) 

1 = El! 


本 一 的 全 一 
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插 未 {e， ea er 是 了 的 正规 直 交 基底 。 
艇 明 显然 {01, Bay "es 6} 中 者 是 单位 向 量 。 况 当 JE 了 时， 


El 
了 oo 出 一 
iO EE ~— (gic) C0 = OGk 一 BIG 一 由 所 册 86 一 0D. 


于 是 {e，sa， …，6} 是 正规 让 变 季 。 因 此 成 为 正规 泣 交 基底 。 

注 龟 ”这样 自 Euelid 空间 下 的 任意 基底 作 青 正 讽 直 详 基 区 的 方法 旺 
伐 卫 , Behmidt 三 法 。 

系 Enelid 寄 间 有 正规 次 交大 诡 。 

Roclid 空间 中 出 正规 直 交 基 庶 确 定 的 坐标 叫做 直 设 双 标 。 

定理 九 恨 定 邢 是 一 般 Puclia 空间 了 的 有 限 稚 子 空 间 , 那 
来 

V=WOW, 

艇 明 ”因为 大 与 玉 ? 无 关 , 世 以 只 虱 崎 明 斑 = 印 十 玉 * 即 可 。 

假定 64， pv， 6 是 克 的 正 削 直 变 基 许 , 对 二 xEF, 命 
一 归 (Em) 二， 人 一 必 一 和 ， 
那 末 
名 直人 

及 由 eg 一 0 一 了 下 站 ) 记 以 2 二 W. 因 焉 下 = 研 十 入 二 ( 症 毕 ) 

宙 于 上 面 的 直 闻 分 解 六 二 市 凶 WT， 到 玉 上 的 射影 Pw 只 
做 到 全 上 的 下 射影 。 对 了 于 一 般 Euelid 从 间 了 ,今后 如 无 预先 凋 
明 , 只 号 了 Pr 就 表示 人族 是 广 的 有 限 维 子 窄 岂 ，Pr 是 到 乒 上 的 正 
身影 。 

当 gE&F,e 关 0 时 ; 把 Pin 单 写成 Po 里 微 到 a 上 的 正 射 影 。 
显然 Pol) = (en) ai ea 全， 


名 证 开 =[ 了 一 了 玉 十 大 上 一 实 十 二， 21E TO ETP1, 于 问 zf 一 和 十 7 


机 此 ez 一 XG3， (er)6 一 hp 所 座 es = Patt), 醒 者 注 
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例 9 候 定 zs ;qr 是 任意 家 训 系 , 对 于 zw EF 邵 果 Pakey 一 3 
那 来 12 3 > 1)? (Bessel-Parseval 不 等 式 )。 和 后 当下 抽 所 有 限 杂 二， 
《ea 9 其 丰 的 基 甘 就 等 价 于 :对 于 下 中 任意 元 2 |2| 一 > [sj2, 
Ei 全 130 ey 屠 林 二 Py) = (ait) ey [ze| 一 ez。 


站 和 下 习 
ose Ds | -=(*— 这 Sia) | zx|2— 2 (Sy 


-zl 2 六 (ao 向 人 as 一 zf 加 lai， 
内 下 得 Besso-Parseval 不 等 式 。 再 
对 于 任 鹿 zlz|3- 容 |aiae 对 于 任意 sz 一 六 or 
部 任 阁 < 能久 表 示 为 41s… 4 均线 作 组 合 ,因此 {01…; ae 态 为 三 的 小 庶 。 
定理 中 凡 n 杂 loelid 空间 部 相左 同 移 人 @。 
证 明 由 例 2, BR" 形成 ”大 Euclid 衬 阳 。 因 此 只 要 施 明 任 
意 2 约 nolid 空间 信之 R"' 凤 可 ， 
取 玉 的 任意 直 交 坐标 条 一 9 (ea %，…， 6) ,假如 x， YE ， 


?一 之 Ne 一 立 pe 于 未 


ay— (he) (Ste) — hp) gn. 
所 以 2 是 自 Buclia 灾 面 六 到 到" 的 同 袍 映 身 。 因为 这 样 的 pp 看 
在 ,所 以 了 兰 瑟 "， (证 毕 ) 
由 定理 妇 , 任意 二 亲 Enclid 从 间 能 够 看 成 为 如 上 和 准 向 量 
罕 间 由 适当 举 标 系 2 用例 2 的 方 潜 所 成 的 Hiuclid 空 疝 . 
泛 意 假定 了 是 号 [任意 周 量 空 疝 ， 索 在 上 10 中 所 这 的 一 样 ; 对 于 
EF EEV, 定义 (x, 介 ER; 当 dimVF=n 时 ， 如果 {azy 8 是 下 的 基 


息 ” 展 如 民 , BF' 是 两 个 Baclid 空间 a 是 中 到 Rr 上 的 全 音 壬 ,如 虹 
or 0 (0) ot) so) a(t) , Hho (0) 0 , 
那 末 , 0? 叫做 五 到 屯 _ 上 的 同 构 映射 。 这 时 五 ; 时 散 同 构 , 次 为 B= 下. 一 种 者 注 
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底 ， 1 人 8 是 它 在 广 中 的 对 偶 闫 区 由 o> 他 ted 和 (i=l 
2 …， 中 就 得 到 了 es 让 。 现 在 公 定 
如 如 和 下 ce" bi ym, 
那 末 
{ty = (Sa Bh)= Dm (af =8} 
入 就 是 在 了 狂 定 华 标 漆 9t41，… 04) 时 ;Baelid 空 虹 中 的 内 积 flo) om- 
因此 如 有 果 在 了 中 规定 os (zy 5 ( 挫 )， 屠 林 就 成 为 Enelid 宏 间 。 因 为 + 
条 Fnelid 宏 闻 都 同 物 , 所 以 Raelid 空间 都 可 以 看 成 是 铺 上面 郑 样 谨 成 的 。 
的 焰 性 变换 p 加 果 把 任意 正规 直 变 系 映 为 正规 下 交 系 ， 那 
末了 Pp 对 做 砷 交 变 换 , 表示 相交 变换 的 撼 漠 时 做 座 交 答 阵 。 玉 的 诊 
交 变 搞 全 体 的 集合 刀 成 写 (F), 太 是 二 维 时 ， 它 略 记 为 色 o, wm 长 直 
交 和 矩阵 双 体 的 集合 记 成 第 ,. 
请 10 erEDOT), Be WP,, 
定理 路 假定 六 是 Duaciid 空间 ,下 面 各 项 都 是 BER(P) 为 
址 区 变 狂 的 必要 充分 条 件 。 
《ii 和 把 上 的 一 个 正 提 着 变 基 度 映 为 正规 直 交 基 麻 。 
(ii 假定 2, yEF, 那 末 (8) p() "2y. 
diiy 假定 EF, 那 术 |p(z) 一 |z|. 
是 明 假定 (0) 作为 pE 信 我们 求证 明 (0 一 0D 地 {iD) 
0), (ii) ee (i), 
(0 之 全 是 量 最 的 。 
(ii 慨 定 {8@1y 6， er} 及 (8), 作 (es 
都 是 的 正规 让 交 基 底 。 各 果 5 一 立 6ieo g- 匀 open 那 末 


PED IY) 一 (Siép Lei) )( 访 证 和 fy ) - 访 Er = ZY, 
(站) 壤 (0) 蚌 明显 的 。 
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(和 一 人 it 是 明显 的 。 

《ji 加 一 人 假定 zx, 4 是 太 市 任意 两 元 ,天 末 12 十 2 一 | 人 | 
十 2zg 十 lg|2 所 以 zy 一半 (Isrgl? 一 151? 一 |y| 疏 .现在 假定 2 
是 满足 让 的 线性 变换 , 那 来 


pp = pe | |p(0) | —; p00) ,) 


i ，， 
= | wy. 


系 直 交 变换 不 变 了 两 元 间 的 角 。 笛 入 保存 两 元 的 下 交 性 。 

定理 器 下 面 各 项 都 是 三 E 贡 in, 吕 ) 为 直 迹 给 障 的 必要 充分 
条 件 。 

(i) 卫 的 % 个 出 向量 看 为 Rr 的 完全 正规 直 变 有 系 。 

《 玫 ) 卫 的 % 个 行 向 最 成 为 BR? 的 完全 正规 直 迹 和 滋 。 

(Di) PP 站 二 ,Pl='P, 

丁 明 假定 (0) 作 为 PEP,. 

因为 户 的 % 个 列 向 量 是 了 R" 的 自然 基底 关于 P 的 象 ,所 以 
(0 全 外 是 明 最 的 。 

其 刀 ;, 妆 外 碟 立 时 ,如 孙 命 五 = (eaas cm， 于 未 


te tg ads ieeen 
1PP ‘a ‘tp a qn) 一 5 taC2 tag, 
tm, to ta at 
因为 这 里 mai 就 是 与 的 内 积 ) 所 以 ‘giej 一 By, 于 是 
iP. P= BE,, (A) 


如 果 考 虑 心 ) 了 两广 的 行列 式 , 那 末 I 了 | 二 1, 所 以 |P .一 土 1 
关 0, 因此 三 正则 ,于 是 已 的 道 矩 阵 存 在 。 册 人) 得 PP1= 和 局 。 因 
此 站 性 咸 立 。 反 之 ,假如 (ii 成 站 ,于 是 从) 成 立 , 因 此 toej=35 碟 
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立 , 所 中 二 成 站 ,因此 全 全 人 ii ， 
由 琉 二 的 证 朋 可 和 己 济 
(Do PERBSLP TT PD) (PY =Peo (ii), 
系 假 如 了 EB 著 未 | 卫 ] = 十 |. 
例 11 假如 无， Piy PoE 第 ,9 那 末 # 瑟 一 天- 菠 ,， PiP2E 茜 。， 
[级] 第 -- 式 是 显然 的 。 第 二 式 由 (Pi1P2) DD = PatPy'Pi= 及 
邹 得 。 
例 12 命 闪 :={P; Pe 1P|=1}, $={P; PE |PI= -1. 
即 果 也 ; 73， EPE 平 i 那 末 和 一 PEE 虹 让 PiPs€ 平平 中 元 吓 做 特征 直 
谈 矩 陈 , 再 ; 中 元 时 做 非 竺 征 直 远 筷 阵 。 


$17 实数 体 与 复数 体 , 丁 空间 


我 们 在 §3~§13 中 ,假定 基础 体 下 是 任意 体 ;在 314~S15， 
很 定 到 含 所 与 虑 的 新 性 变换 的 特征 值 , 在 $16, 假定 下 一 及， 实 
数 体 是 在 体 之 分 还 具有 各 种 性 质 的 体 。 在 这 里 不 叙 墟 岛 它 的 性 质 
为 特定 的 修理 (大 照 微 积分 学 的 教科 书 ,例如 疆 永 - 色 谷 -田村 : 微 
分 积分 学 15~19 页 ) ， 在 前 节 常 党 引用 的 召 的 性 质 有 

(i) 假如 mE RR i 一 1，…,b, 闭 未 要 二 >0， 


Li) 假如 总 用 -0, wyE 民 ,着 末 一 … 二 6 一 0， 
因为 仆 对 于 3 一 1 也 成 站 ,所 以 w? 守 0， 于 是 鲁 数 在 尼 中 没有 下 
方 根 。 皮 之 ， 

Gii) 假如 4€ 屁 , a>0, 那 末 w=g 在 尼 中 有 两 个 根 土 Va ， 
这 地 是 卫 的 重 又 性 质 。 

当 #<0 时 ;为 了 使 人 2& 部 年, 于 屁 ' 深 加 ”~ - 工 而 做 成 香 
数 休 C， 在 §7, 例 13 中 也 介 提 及 怀 是 尼 上 二 次 代数。 宅 的 元 E 
能 够 唯一 地 写成 x 十 8、/ 一 了 Cx, B86E 民 ) 的 形状 , C 中 元 

f=at+Bv/—1, E=a— A 1i (1) 
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陡 做 互 为 共 晃 复数 。 对 于 5 使 上 与 之 对 应 的 如 到 它 自 身 的 变换 ， 
用 = 表示 : (的 一。， 显 名 ,ca=ee ( 恒 等 册 射 ) 。 因 此 是 至 单 
射 , 拌 征 gli--o, 及 go (DD), oD =0 (0 (DD. 
所 以 o 是 将 妃 晓 成 白 身 作为 体 的 同 构 鼎 射 (这 事实 时 做 0 是 人 的 
自 户 构 映射 );。 但 
0 (0 —éOEE RE, 
因 玫 媚 与 对 于 0 “不 动 元 "的 集合 一 致 。 
再 由 (四 ， To (所 一 上 一 20， 
(一线 一 号 十 82 
都 是 加 中 元 :所 们 分 唱 呈 做 二 的 各 (pur) 及 范 数 (Norm) ， 巾 二 
的 性 质 人 ， 经 关 0, 非 负 实数 在 吗 做 去 的 竹 对 值 ;, 用 《| 表示 。 
电 吾 的 性 质 (i) ， 
1 “一 0 | 上 | -0. 
pd 当 1 天 0, 5= e+TBw 一 工时 ,得 
ec 全 ， 
cos0 -和 sm- 在 
图 17.1 这 痒 的 和 角 避 存在 ;, 开 且 能 够 写成 
过 一 | {cog +Hn ny), 
共 对 做 所 的 极 式 表示 , 这 些 事实 想 都 是 周 侍 的 。 
C 的 再 一 个 重要 人 性 质 ( 在 8 I4 中 也 全 毅 过 ) 是 :以 妃 作 有 数 的 
任意 代数 五 程 的 根 者 在 如 中 ”。 这 事实 表达 为 :和 是 代数 的 团体 ”。 
力 于 这 最 后 的 性 质 , 所 及 在 代数 上 与 此 加 容易 外 理 , 道 常 ,为 
了 证 明基 于 可 的 命题 ， 总 是 先 把 如 扩张 润 已 , 然后 把 所 得 苦果 
“ 稍 小 到 加 而 达到 日 的 。 把 Euaclia 空间 扩张 成 为 下 面 定 六 的 西 
空间 就 是 法 个 日 的 。 
C 上 向 县 空间 可 假如 满足 下 面条 件 1~U5, 闭 未 石蜡 做 
十 tunitary) 的 , 西 的 人 上 向 量 空间 时 做 一 般 西 守 间 。 特 别 , 有 限 
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杂 的 一 般 西 空间 吓 逢 丁 宏 间 。 

上 1， 对 于 xw, yEU, 有 所 慌 , 9 的 内 舱 而 用 必 , 力 表 示 酌 
中 元 与 它 洁 应。 

Ua. .= (yy, 0. 

Ua, (Wt%as Y= (Wi, WH tay Y) 

U4 对 于 任意 上 EC 有 (Ex, 四 一 Ew, 护 . 

US, 由 U2, {s, 2%)} EER, {is, 2) 0, (sg, 0 =0O7--0, 

合计 大 定 0 合子 (人 一 人 用 + 于 林 了 ERD; 0 ; 特别 如 切 一 0. 及 
固定 ?; 命 Y( 用 一 (2y 及， 那 末 4 在 下 面 的 总 必 下 成 为 自 闻 到 吕 的 “ 反 篇 考 
映射 ”。 

一 般 , 候 姑 Fa Ca 是 上 辕 量 空间 ， 了: Fi 一 Dao 如果 条 件 : (az YE 
时 3 fc 十 殷 一 六 十 9 (DEEC 时 7 mf 了 C2) 成 立 ) 那 林 了 叫做 自 
如 到 Da 的 反 杀 性 岗 射 (anti-linear mapping) 。 这 时 ， 

了 (Bar)= 3 Ef CPD 。 

自 Bi 到 UV 的 及 灵性 上 映 里 至 体 的 集合 用 名 (U9 Da) 替 示 。 吕 人， 写成 
对 于 车 面 的 9 PE CO 特困 2:0 一 0, 

合 2 品 是 C 上 *% 稚 向 量 宰 间 时 ,固定 的 华 标 对 8 对 于 


1 1 
| : } ro- ; 
ER nn 


命 Co 切 一 多 的 ,9 国 = 汪 重 ， 那 林 己 成 为 西 的 。 

竺 中 CO? 由 人 属 ， 用 一 才 o 成 为 西 的 。 

例 3 当 as BER, Tay 是 =4 时 对 于 区 (4 0) 中 元 了 9，…，, 如 时 规定 
C9) 一 70D97GED 2 那 末 Ed 成 为 丁 的 。 

例 4 1z[ 一 VE 区 E 疏 , 则 做 了 的 长 。 

zl 一 1 zl |s|=0 O20. 

对 二 一 般 酉 鹤 间 及 西 空间 能 够 与 一 般 Baclid 空间 及 Euclid 
窒 关 平行 地 进行 讨 散 。 让 上 明 与 前 节 完 全 一 样 , 所 以 拒 它 洗 路。 有 具 
把 主 陷 精 困 刻 湛 于 下 。 以 下 如 不 预先 声明 , 总 假定 口 量 一 般 西 


103 秒 1 章 硬性 代数 
空间 , sm, 9， … 是 其 中 元 。 

命题 多 人 的 ?二 183 ly 

命题 46 |zTy|<|z,+ .vy|. 

当 3, 奶 = 时, ?9 是 做 王 次 或 次 交 , 写成 wLy, 关于 如 的 
子 空间 的 让 变 与 一 般 Buclid 空间 同样 定义 ,也 能 得 到 同样 业 果 。 特 
匣 , 开 规 过 交 系 ,正夫 站 痰 基 诡 , 完 双 正规 直 变 系 部 与 一 般 Baclid 
空间 、Buclid 窗 闻 同样 定 广 。 

定理 20 ”定理 20 中 的 Euclid 空 关 上 代 点 丁 窒 间 芝 时 也 成 
立 。 

对 再 空间 具有 正规 从 交 基 上 底 。 

定理 LI' 假定 WF 是 一 般 站 空间 太 的 有 限 缕 子 空 间 , 那 未 

UT- WOW+. 

正 射 影 了 nn， 的 定义 也 与 一 般 Euolid 空 隐 一样。 

例 在 一 般 西 空间，Bessel-Parseval 不 等 式 也 成 立 。 

定理 骂 ' nn 肉 丁 空间 都 是 同 构 。 

翁 如 石 的 线性 变 措 9 把 任 春 正规 间 交 系 黄 为 正规 总 变 肝 , 那 
本 & 叶 估 下 变 换 , 表示 西 变换 的 矩 陈 叮 估 霄 和 陈 ，E 的 西 变 换 全 
性 的 第 合 襄 碾 10， 妆 如 是 7 认 时 , 它 咯 记 为 出 ,nn 般 再 短 陈 
全 体 的 牧 台 , 记 为 个 

定理 2 ” 当 太 是 西 空间 了 时, 下面 各 项 各 是 9EN(DD) 为 西 变 摊 
的 必要 充分 条 件 。 
《i) 9 把 如 的 一 个 正规 克 交 基 话 映 为 正规 将 交 赴 底 。 
《 玉 ) 假如 zy YET 那 玉 (0) 9) 一 (wv) 科 。 
fi 恨 加 wzEU, 那 末 '9 (8) |== |s|， 
系 西 变 多 保存 两 元 的 下 痰 性 。 
定理 风 下 面 各 项 禾 是 全 S 观 tn, 下) 为 西 矩阵 的 履 要 充分 条 
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i) 旬 的 % 个 说 和 何 星 形成 C" 的 完全 正规 本 交 箭 。 
(并 ) @ 的 % 个 行 向 量 形 成 C* 的 完全 正规 可 交际 。 
iiiy 人 @ 是 正则 , Q@!= 吗 ， 
系 蛋 翅 SD, 于 未 旬 的 焰 对 值 等 于 1 
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在 $18~815 中 我 个 便 考虑 过 下 是 这 样 的 问题 。 

轩 题 各 当下 是 有 限 约 向量 空 疝 , 是 亚 的 糖 性 变换 时 ， 适 
当选 笃 广 中 举 标 系 @， 使 得 对 于 9， 表示 了 的 矩阵 已 的 形状 恩 可 
龙 简 音 。 

这 幸 是 在 $14 中 下 入 的 条 件 一 一 基础 体例 了 的 特征 值 一 一 
下 在 $15 中 已 友 解 决 了 , 当 广 是 Eoclid 空间 或 西 空间 时 ,可 以 考 
卡特 别 取 多 为 正规 这 交 举 标 系 来 解答 这 问题 ,一 般 的 解决 是 困难 
的 , 但 当 玉 是 西 空间 时 ， 由 适当 的 正规 浊 交 毕 标 表 为 对 角 烤 型 的 
变换 多 比较 容易 (后 酒 的 定理 中) 。 并 且 由 宅 能 够 引出 关于 Ruclid 
容 章 中 变换 的 有 用 着 褒 (定理 26, 27) 。 

我 个 的 日 的 是 在 关于 Fuelid 空间 的 定理 26, 27, 西 窄 间 与 
它 的 变换 是 作为 手段 而 稚 引 用 的 。 因 此 ,我 们 先 从 Tioclid 空间 稳 
“系数 扩 瞩 ”作出 西 空间 玉手 ， 

假定 了 是 羔 林 Euelid 空间 ， 血 定 宅 的 一 个 正规 直 变 基底 
{eo 是 相 庶 于 这 基肥 的 全 标 系 ,因为 


F=| Poe; mERR)， 
各 果 命 吕 一 | 名 &a; EC)， 闭 末 林 >, 这 时 可 可 以 看 成 C 上 


前 节 例 四, 那 末 是 % 杂 西 空间 。 计 时 , Z 叫做 白玉 经 系数 扩大 
作成 的 本 上 空间, 妓 成 也 = 产 。 双 这 时 到 中 元 咱 柚 六 的 实 向 最 。 对 
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于 so 一 包 S0EU, 时 名 EaEDD 做 vo 的 失散 向 量 ,用 甩卖 示 。 假 如 
对 于 4 般 与 之 对 应 的 碳 射 是 屠 示 50 一 gw， 因由 = 是 从 单 
射 ， 是 五 到 自身 上 的 反 赦 性 上 觅 射 。 嫉 中 对 于 ce 不 动 的 元 ， 邹 = 
二 (wp) 一 和 的 ,就 是 实 向 量 。 

以 上 , 由 ” 蕉 Fuclid 空间 玉 的 坐标 条 go 定义 了 允 同 
但 盟 玉 的 里 外 任意 坐标 条 { 可 以 不 一 定 是 正规 查 交 } 由 , 也 能 够 作 
出 完 双 同样 的 定义 ,为 了 区 别 宇 倘 , 拒 由 测定 义 的 写成 庆 ,, cv， 

命题 归 FF, 一 产 ， Gy 一 克 。 

路 明 ”假定 启 ， pw， 扣 是 斑 葵 出 坐标 和 对 中 的 基 痊 ,如 果 


做 一 人 huE BR), 


著 末 
EL Pa -人 6 (Sen) = (> Shu ) er 


因为 总 EC juE 有 所 以 名 EXEC, 于 是 wE 产 因此 久 一 交 . 
同样 六 ,二 六 所 以 产 ,= 祈 . 
芭 对 于 上 面 的 w， 


ee (Em SDE tm, 


因为 ,这 对 于 任意 wE8 都 万 立 , 所 以 0 一 0 (证 革 ) 
由 这 命题 , 得 知 次 有 必要 在 信 ,, oy 中 明示 这 样 的 由 因 谭 可 
以 季 单 记 为 这 , o， 
以 下 ,在 本 上 , 辕 定 访 ,因而 周 定 六 =U 来 讨 请。 
命题 加 假定 可 的 子 空间 WW 对 于 g 不 动 ,名 假 定 o (WP) 二 信 ， 
闭 就 及 的 菜子 寄 闻 全 o 存在 , 使 得 形 二 视 ,。。 叉 省 的 道 也 成立 。 
象 这 样 的 五 的 子 空间 ;是 做 实 子 变 偶 。 
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媳 明 ”假定 141; …， qx} 是 玉 的 基底 ,容易 得 知 
We= [ey Qt] 一 [人 Gy 
=| art, 站 本 二 本， 2 全， ss |. 
右边 的 25 个 向 量 虹 然 稳 是 实 向 量 。 命 书 们 为 ca cz， 那 末 , 取 
Wo ={ 这 0;; 过 Rl 
即 可 。 这 是 因为 , 假 吉 记 ，…* 的 | 荐 Wo 的 正规 直 奖 燕 语 ,于 亲 
全 一 pa 所 记 是 ,所 这 


3 下 2 
Wao- Dé DOE) a. 

反之 ;假定 全。 是 玉 的 于 空间 , 璇 末 显 然 售 。 对 上 e 不 动 。( 诈 尘 ) 

对 于 也 的 艇 性 变换 了 ERIUD) ，7 =- ofo 由 侈 了 的 共 际 变换 。 
显 呈 ,了 E RD 并且 了 -= 了。 特别 , 当 了 =.f 时 ,了 对 做 实 变换 。 

命题 天 假定 了 是 关于 po 用 短 阵 了 = (E14) 所 骂人 n, 0) 表 东 ， 
那 末 了 是 关于 go 用 短 阵 玉 一 (Es) € 秽 (m, C0) 表示 。 

野 明 I le;) 二 了 6&8; 所 以 f (ei) =o (TY E61) = TE, { 斌 些 ) 

乔 阵 素 = (Ex 叫做 了 = 从 0) 的 共 亚 和 矩 障 。 特 罚 ， 玉 一 玉 时 ， 
玉昌 微 实 蜡 阵 。 显然 , 洪 共 实 变换 的 短 阵 是 实 短 阵 。 实 算 阵 是 
名 (%, 民 ) 中 元 。 

FE&(T) 用 实 短 阵 五 表示 时 , 表示 了 IF 的 短 阵 显然 是 癌 样 。 
特别 ,了 是 实 变换 与 PIPER(CP) 等 价 。 

命题 够 实 变 措 拒 任意 实 子 襟 关上 映 为 实 邓 空间。 

证 明 假定 /是 实 变 换 , 仇 其 品 移 实 子 空间 。 对 于 了 (WV) 
中 任意 元 gy; 如 果 ? = 站 lo)， 4 因为 了 一 了， 2E 琴 ， 那 末 
y=0f =ofo 7) 了 2) = 了 (EA ,所 以 NW 四 是 实 子 空间 。 

命题 53 展 定 了 是 实 变 换 , 那 未 及 er 了， Im 7 部 是 实 邓 空间 。 
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钙 明 慨 定 sEKerf， 绰 亲 f 了 (5) 一 0 了 (8) 一 of (wm) =0=0. 
所 以 XE Ker 了 , 因此 Kery 是 实 子 空 天 。 

双 因 为 口 白 身 显 然 是 可 的 实 子 空间 ,由 命题 52, In 了 = 了 (UU) 
是 区 的 实 也 空间 。 {十 上 毕 ) 

人 铺 在 $10 一 样 ,对 于 JERROD)，FEL nm 吕 , 命 辣 , 请 分 
到 表示 了 ,FF 的 恒 芭 变换 及 转 置 短 陈 , 节 = :C7) 用 产 表示 ,二 
一 FF) 用 7"* 炭 东 ,分 别 对 做 7, 了 的 健 随 变 摸 及 伴随 矩阵 。 假 如 
了 关于 po (售后 “关于 po” 这 语 有 时 省 略 ) 用 矩阵 丈 表 示 , 那 末 表 
示 产 的 短 陆 显然 是 5"， 

例 FD FH 

很 如 EC, 那 末 性 "Y=7* (fo9) "=g*of*, 

了 是 实 变换 筷 了 * =:f 等 价 ， 

[ 解 ] 假如 就 息 东 了 ,9 的 拭 障 来 考虑 那 求 它们 者 是 显然 的 。 

命题 外 对 于 «,yEU, (fw) ,四 =r, f(D)). 

吓 明 假定 五 是 表示 了 的 矩阵 , 那 玉 (Ff (0), == (Pgo(lp)， 
go) Oz) 一 C90 (0) "rpo (9))， 因 此, 只 要 证 明 
CF Pol) go 人 的) Cpo ts) Fr gat) MT 
《六 Pet] Pol ) = got)) gol = pom) Fr go ty) 

= igpo(s)* CLF. go lo)) = go (et) “ (Pgoty)) 
= (gol®), F* goto)). {证 圭 ) 

定理 中 对 于 % 条 西 空间 可 的 迹 换 f, 下面 王 个 竹 件 和), {ii) 
是 等 价 的 。 

(ixz 与 攻 的 伴随 变换 产 可 换 : fof* -了 of， 

《和 )》 概 如 到 可 的 适当 正规 值 交 坐标 p, 于 末了 关于 wp 能 馆 
用 对 凶 鞠 型 甜 阵 DD 表示 。 


各 因为 9o 征 自 己 到 C+ 的 局 格 映 射 , 2 一 goflz) ， 所 吕 了 fo -> pntm， 关 邮 
CA 一 pn); po( 拉 ) .一 一 村 省 注 
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钥 明 (i)=>(i) 假定 关于 go, 表示 了 的 短 障 是 了 了 , 自 oo 到 
利生 标 变换 的 敌阵 是 也, 那 未 由 (让, PFPT=D,FP=P2DP. 
因为 jg 是 正规 下 交 坐 标 , 所 以 卫 是 丙 短 耻 ， 因此 P= 全 =P*， 
于 是 (PDPY PD PY PPPp, FIPDPP'DP 
一 DPIP， 六 户 二 PD*DP. 但 是 ,DD* 一 DD 是 对 角 灶 型 的 , 所 
HDD=DD, WE PE FPF, fof*=— f°f, 

(si 为 了 证 明 这 一 点 , 把 满足 他 的 吕 (D) 中 元 的 集合 
写成 中 (0) ,或 简 记 为 冰 。 普 先 证 明 下 面 关于 史 的 动 理 3 一 5。 

有 ] 理 8 裔 GE 多 EC， 则 了 一 上 Ei， 

旺 明 《一 负 (一 多 一 (一 站 (一下 天 一 一 上 十 红 

= EF EF TE (Ff 
= (7 -0f— 人 A. 

梧 理 4 级 了 EWN, 则 Kerf 一 Ker, 

枉 明 起 fER, 因 (CF) 了) 一) 六 ) ,特别 ， 
(Cf) 一 (于是 I)| 一 fF"). 因此 
FE) OF Cm) =—=0, 以 Ker f: Ker 产 ， 

起 理 5 设 了 EN, fw) ew, 则 产 (0 = En. 

通明 由 引 理 3, 一 # 园 因此 ,假如 Cf 一 各 (2) 0, 那 末 
由 引 理 44, (7 一 全 "(8w) 一 0. 如 六 (zw) 一 2 一 0. 

( 访 ( 二 ) 的 丁 明 假定 fEN, 了 的 特征 和 多项式 是 (X) 
一 (太一 各) 一 各)* (因为 基础 体 口 是 代数 困 体 ， 所 以 特征 
入 EQ。 为 了 证 明 全 ) ， 挫 要 证 胃 下 列 丙 条 即 可 ; 

ta) 尘 于 各 对 征 值 台 简 蜀 次 数 上 都 是 1, 即 Kor (7 一 后 
= Rer(f-—é)” HG=1, 2, ,HD), 

(b) 假如 如 天 那 玉 Ker (7 一 LKer (了 一 上 。 


巷 因 为 (CD) 一 一 课 
者 注 
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实际 上 ， 假 如 (a) ，(h) 能 够 成 立 ， 那 末 由 (a), Ker (ff 一) 
-Ker {fF 一 "各 果 命 它 鸭 邢 ,, 那 末 恕 = 厂 中 … Wn 但 直 
(pb) , 形 ; 序 ; 于 办， 所以, 如果 自 各 个 他; 取 正 规 直 交 基 底 , 那 末 
把 它们 合并 起 来 就 得 至 UU 的 正规 直 交 和 基底， 

(9) 的 证 表 。 命 了 一 各 一 9 由 下 理 8, gE 避 ， 因 此 , 只 要 示 明 
当 gE 时 ,Ker 9 一 Ker 9 妇 g() 9) 二 0=>0 (Ww) 一 0 部 
可 。 命 900) 一 刀 居 9 和) 一 0。 由 引 理 4, 9*() = 一 0, 即 9'g (4) 0D。 
于 是 

(g'g to), s) — (gs) g(%)) =—0. 
所 以 g{w) 一 0。 这 就 证 明了 (a) 。 

(的 证 明 。 假定 2E Ker (Cf 一 和 ,YE er (一 各 ,只 东 朋 
(w=0 即 可 。 由 zg 的 定 疼 ,了 (wm) 一 上 vm ON) = 上 9。 于 是 
CFD), = 又 

(fp) 有 一 他 产 的 一 人 有 一 右 (4 入 (由 引 理 仿 ， 
所 以 友人 明 一 外 他 六。 但 页 关 世 所 以 人， 协 一 0。 这 就 证 明了 
(bh), 

由 以 上 ,定理 站 就 完 寻 证明 了 。 ( 放 毕 ) 

满足 定理 5 中 条 件 人 中 或 (让 的 口 的 变 摸 ,时 做 正规 变换 。 迷 
示 它 的 矩阵 呈 做 正规 矩 障 。 玉 E 对 (wmw, 0) 为 正规 莽 障 的 必要 充分 “ 
条 件 由 全 是 

FF- Fp. 

肥 ”人 慢 定 了 是 正规 变换 , 名,…, 如 是 它 的 特征 值 , 如 果 取 适 

妆 的 正 射影 和 ，…，px， 那 未 
f= pt Bo 二 二 

训 明 蓄 时 p; 取 Ti= Kertf 一 丰 上 的 正 射 影 序 可 。 (证 些 ) 

特别 , 7 一 广 的 END) 是 正规 变换 ， 玫 示 它 的 矩阵 是 正规 
短 阵 。 依 这 样 的 变 措 ,叫做 了 ermjte 变换 ,演示 它 的 短 障 和 加 满足 
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政 一 达 * 的 算 陈 呀 做 HHermite 是 障 。Hermite 变换 人 本体 的 集合 
用 名 者 示 。 

及 西 变换 因为 满 吓 六 :一 广 , 所 以 是 正规 变换 , 西 短 障 基 正规 
短 往 。 

命题 丫 Hermite 变换 的 特征 值 是 实数 。 西 变换 的 特征 健 的 
条 对 值 是 1, 

征明 恨 定 了 是 Hermite 变换 ,于 末 ( 六 on ， 急 一 (Fo 。 
特别 ， (六 (2 吕 二 (Ww 了 (020)), 如 果 EEg& 那 就 有 六 en) = 
全 昌 的 wD 存在 。 对 于 这 如 (ElO) 二 (v8,C0) fo 一 生 ( 和 加) ， 
”因此 £=F 即 ER. 

又 假 如 /是 四 变换 ,于 未 习 (8) ,一 (vw 广 Tw)) ,各 果 EE， 
荐 未 站 (2) = tr， 2 关 0。 所 及 一 太一 纯 T。 因 此 二 志 
一 广 ?(w) 于 是 人， 同一 (人 二 1) (2 和 ww) ， 扬 培 
让 =1, 郎 |#|=1, 《证 毕 ) 

二 了 的 年 陈 叶 做 对 称 矩 随 ， 用 对 秩 甜 阵 珍 示 的 变换 吡 佑 对 
称 变换 . 

命题 中 实 什 陆 是 Hermite 和 矩阵 与 它 是 对 称 乍 陈 等 价 (因此 
实 变换 是 Hermite 变换 与 它 是 对 称 变换 等 价 ) 。 双 实 短 阵 是 西 知 
陋 与 作 是 站 之 年 阵 等 价 ( 因 此 实 变 换 是 西 变换 与 仑 是 直 交 谈 接 等 
价 ) 。 

是 明 由 定 尽 月 培 。 

定理 如 实 对 称 短 阵 万 ， 候 妇 用 适当 的 相交 算 阵 了 变换 ， 那 
就 成为 下 面 圾 对 角楼 型 敌阵 


1 0 
PFPp- -| “~ | 
悦 站 
Cs 


让 里 0 6 二 1，…, 是 的 特 租 征 ,它们 痢 是 实数 。 
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迁 明 因为 了 蚌 Hermite 竹 陈 ， 四 适当 的 再 短 阵 三 变换 龙 


够 万 为 
m0 
| 0 (13.1) 
Cn 


这 四 定理 中 明和 上。 这 里 上 ，…，eu 是 耳 的 特征 值 ,所 以 它们 禾 是 
实数 ,这 在 命题 55 已 明示 。 

国 为 素 是 活 算 阵 ，m 是 实数 ,所 以 容易 理解 了 一 上 是 农 变 换 。 
于 是 卫 : 一 区 er (一 ow) 是 实 子 裤 间 。 由 命题 50, 开 ，= 做 Po 
CV, 

国 此 ;可 以 取 到 w 的 正规 直 交 基底 作为 砂 ; 的 正规 相交 菇 庭 。 
假如 把 宅 拉 合并 起来 做 成 的 如 沟 正 规 直 诡 基底 作为 p, 因为 宅 习 
只 上 基 出 实 向 量 构 戌 的 ， 所 以 ， 吉 果 把 自 oo 到 mw 上 的 坐标 变换 的 
竹 阵 作为 PP， 著 来 忆 是 实 短 阵 着 且 满 足 (18. 了 。 因 此 卫 是 满足 
QS.1l) 的 直 交 乔 障 。 


1 3 0 
例 8 就 用 运 当 的 相交 短 阵 了 P 变 措 实 对 称 算 阵 纪 一 (: -1 -1 ) 破 
0 -1 1 
为 对 人 角 阐 型 。 
[ 解 ] Yr) 二 一 一 = 《一 站 (2 一 11)》, 因 虹 特 征 什 是]1; 


wd 一 尽 五。 于 是 由 适当 的 直 交 短信 了 P 应 恋 得 到 


1 0 0 
PFP-1~= PFP=| 0 ww 于 0 . {起 ) 
0 0 -VI 
因为 
一 -一 一 3 一 
1 了 V224 2 
站 wjIL -1 
Ker FP- PY 0 9 |, Fertr TvVIE)-» Yo) 
3 3 ~ 92 午 2wTI 
~ 1D, 


1 
~ 二 2WIT 
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所 以 
1 3 中 
vi vB2VH Var2v lf 
po MI VI 
Via_2v1l vo2+ovItl’ 
3 _ 1 1 
v5 V2s_2vil v225+2vii 
_ 0 -8 
vi v10 
ptpA | 3 MH -1 
二 Vo-2vIl Vo-2v1lt v22-2v1l| 
3 __vii+1 J 


VEIT Verovi Voorov li 

妇 果 ,起 用 这 三 实际 计算 就 能 够 证 竹 ( 全 ) 。 

例 3 假 径 了 是 任 癌 Hermite 恋 摸 ; 因为 各 一 本 区 所 以 (7 十 人 -1 
(了 一 人 ER)。 他 俞 

q= (fF +O 1, 

那 林 g= (FD0"1(F + 
人 一切 9 (F—OCF HO OLD OO 
三 了 二 介 ;因此 ;把 它 肥 与 成 


4 一 4 二 全 


这 里 (了 一 人 4 一 了 1 如 果 考 看 西边 的 促 随 人 诺 换 ,注意 六 二 了 那 末 gq* (十 站 
一 了 一 和 所 以 gq" 二 (一 中 二 -I=q-1 于 是 用 (全) 定 多 的 4 是 丁 恋 卉 。 桂 
入) 如 果 9 一 ty 那 末 (7 一切 3= (二 全。 因此 <==0 所 以 工本 区 

反之 ;假如 YE 1 Ge 多， 由 


_-.9+1 
7 一 (2) 


江 久 的 了 ER , 因为 六 = 所 以 了 EE 名， 

因为 人 3) 是 由 (1) 解 了 得 到 的 ,所 以 人 的 关 柔 输出 甸 扩 11'= {gq; gq &1， 
多 归 1 之 间 一 对 一 的 对 应 。 但 Hermite 簿 障 能 够 谋 剂 写 出 ， 所 以 特 征 值 不 
是 1 的 西 算 陈 者 能够 由 变 摸 (1) 得 到 。CD)， (3 加 伐 0ayley 变换 。 


命题 名 假定 7 是 nn 蕉 Euclid 空间 的 ( 实 ) 直 交 变 换 , 泗 六 沁 
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的 竺 征 多 项 式 一 (在 避 中 能 鳄 因子 分 解 为 下 面 形状 : 
Bp( 尺 ) 一 《下 一 起 全 下 十 了 (人 一 et)) 王 (下 一 让 一 页 ) Jo 
(Fe0D) (Xs) , (18.9) 
鞍 里 ， po 守 0, py 字 0, 名 宇 0; rn 一 po 十 pi 二 2001 十 十 9) ， 
£(0 =00g 8+ Vv —1 sin 8. 
十 明 ”因为 2 的 等 征 值 的 契 对 值 是 ,所 以 多,( 玉 ) 的 各 是 1， 
一 1 或 形状 如 a (站 的 复数 。 于 是 权证 明 命 题 多， 只 要 永明: 假如 
呈 ,( 信 ) 有 非 实数 根 5, 那 末 8 也 是 了,(X) 的 同 重度 的 各 郎 可 。 
因为 了 是 实 变 措 ,所 以 人 ,rX) 的 条 烙 都 是 实数 , 即 
DK) 一 六 ax mER. 


全 限定 DB,() ~ 忆 ot' 一 0, 江 讶 隐 边 的 共 巾 复数 就 得 到 记 a8'=0 
所 以 8 也 是 (XY) 的 根 。 因 此 WW, (XY) 能 够 用 (了 一 全 ( 玉 一 艰 
二 六 3 一 (和 十 让 (EE RR 让 E 有 R) 陈 尽 , 它 的 商 玉 玉 ) 及 以 
与 同时 作为 根 或 同时 不 作为 根 , 重复 这 样 做 下 去 就 得 知 $, (下) 
的 根 £,€ 的 重度 相等 。 

定理 器 假定 了 是 砷 奖 知 阵 , 它 的 特征 多 项 式 能 够 象 (18.2) 
那样 因子 分 解 ， 如 果 用 和 近 当 的 丛 变 短 阵 人 @ 变换 了, 那 就 成 为 下面 
的 形状 : 
QPe@- 

3 四 (已 ) 四 PC 全 @.- -PO D: :BP (MN BBP, 


< 一 2 个 一 一 一 


0 )， Po 一 0 或 放 一 0 时, 就 分 别 没 有 豆 。 


ong inp. 
3 一 
和 这 星 (全 (sa Co 总 


或 (一 也.) 的 项 。 
妓 明 ”由 命题 所 及 定理 25, 假定 
WEKer(p-D, WH-Ker(pt+l), 
Wi=Ker(p—8t{t6)), Wi—Ker(p~s(—0)), 
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那 就 能 够 直 和 分 解 
U=WOPF OW EODTDT 
为 直 变 柔 。 十 是 假定 F; 的 正规 下 交 基 旗 是 人 2 个,… 5680} , 屠 末 rt 
的 正规 直 交 基底 高 邻 选取 他 久 ,… ,5} 全. 舍 尾 意 选 取 WE 
的 正规 相交 基底 {er …，aos 半 ， 如 果 新 的 基底 取 {91 …， tpotp,y 
于 Di， 本 8， 四 bo, 2 的 顺序 ,用 已 表示 的 直 交 变 锦 
是 2 时 ， 
办 六 一 8 BP, pOEP) 一 让 一 及) 5 
以 下 招 ,5 久 ， 分 别 略 记 为 5, 5, 9 来 讨 答 。 
b+p —b 
全 全 二 
显然 [2 8- [e 四 ,着 且 6, 4 是 实 向 量 。 艾 由 于 5, 可 一 0, 所 以 
Ice,=1, |4|=1,(e,) 中 一 0。 再 由 计算 ,容易 得 知 
PO =0o0stc— sinO*d, POD 一 Sm 十 c08 朋 -人 。 (18.8) 
假如 ,把 对 于 各 个 5 的 ed 写成 品 ， 4 六, 那 来 
{1 oy ootpr Cs MD GR, A OW, A (18.4) 
就 是 由 实 向 晤 构成 的 如 的 正规 直 迹 基底, 假定 到 这 基底 的 坐标 变 
次 的 短 陈 是 @, 由 (18.3) 得 
总 PP 人 
-BD(— Be) DP OND DPON BBP ON PBPED., 


1 个 一 一 > 二 2 全 到 
因为 入 是 西 的 着 且 实 的 ,所 已 字 是 站 迹 甜 阵 。 
例 和 四 定理 2 的 变换 ,三 航次 奖 记 细 能 够 变 为 下 面 中 的 一 种 形状 ( 特 


入 因为 jb 一 80D0BP 了 是 了 (9) = 人 的 一 of) of BP) 
0 一 a 一 BP 所 以 太 YE 有 1。 因为 MO， bt0 是 让 规 直 交 灯 ， 最 然 
2 ,B89 也 是 正规 次 实 条 。 窒 由 定理 25 的 证 明 中 所 示 2() 的 午 炮 次 瑶 莉 是 1, 所 
以 Eer(f 一 8 一 人) 一 Eerif 一 (一 6) 、 宙 生 投 定理 46 Ker(f 一 8 一 各 的 
礁 数 是 zi 因此 WW 的 纵 数 也 是 所 以 BD ，… B00 形 成 本 的 基底 。 课 者 注 
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征 直 交 短 陆 诺 摸 为 P+(0) 的 形状 ， 非特 征 丰 交 短 陵 变换 为 了 "(内 的 形状 ) 


1 0 0 一 二 0 0 
P+ -| 0 cosp wn) 五 0) 一 | 0 ceog 昌 se 中 


0 —sing comag 0 sing coos 

[ 解 ] 特征 值 中 有 虚数 时 出 定 它 的 幅 前 是 0 即 可 。 特征 值 都 是 实数 
时 ;它们 是 1 或 1， 例如 特征 值 花 1; 一 1， 一 1 时 ;假定 8=x, 取 cos 8= 一 工 
印 可 。 

例 5 了 f* 一 一 也 的 短 陈 政 吕 做 反 称 -Hermite 矩阵 。 因为 ， 反 称 -Her- 
mite 姑 陆 也 呈正 规 征 障 的 一 种 ;所 以 它 施 够 败 西 算 凡 这 为 对 角 强 型 。 它 的 竺 
征 值 者 是 神 虚 数 。 

实 的 反 称 -Bermite 矩阵 中 满足 关系 加 = 一 的 ) 叶 做 交代 算 障 或 塞 对 
称 托 阵 . 假 定 它 的 特征 值 是 0， 0， 土 V 二 Jaa… 土 Y 一 Iai 那 末 它 能 够 


< 1 个 一 
0 0 
用 适当 的 次 交 短 陆 能 够 变 为 0:@( 所)B…@(。。 人) 的 形状 。 
A mk 


$19 二 次 形式 ，Hermite 形式 


所 训 形 式 就 是 齐 次 多 顺 式 的 别名 ,例如 
KX+F+Z, XI— YY4+Y3 

分 别 是 变数 革 , 了 ,2 的 一 次 形式 及 于 ,了 的 二 次 形式 。 体 反 上 
变数 下 1 的 二 次 形式 一 般 形状 是 

p> SX yj 所 Kk {19. 1) 
(上 面 二 重 和 的 记号 癌 六 也 可 入 写成 汶 ) 0 与 mn 当然 设 有 
必 开 是 一 样 , 但 因为 

CA 十 Ch 一 (cai 二 en NX 
所 以 如 毕 把 ap 十 oo 12 改 为 ui， 即 会 
Ci — Oy (19.2) 

(19. 了 DD 的 实质 意义 也 不 变 。 因 下 总 是 恨 定 (19.2) 成 立 。 于 是 下 上 
名 萎 态 阵 
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A= (qs) (19.3) 
是 对 称 短 阵 , 即 4= 4. 假如 "变数 向 量 ” 
所 1 
加 oa 
| 
简单 的 用 六 才 示 , 那 末 人 8. 卫 能够 用 甜 随 的 积 
i 了 AF (19.1) 


表示 。 和 加 果 把 五 中 元 代 变 数 了 了;, 奢 末 (19.1) 或 (89.1 的 值 就 是 
下 中 无: 所 以 人 9 1 可 以 看 成 是 表示 上 月 迫 " 到 乓 的 觅 射 。 

例 1 体 互 上 呈 个 亚 数 全 的 一 兢 形 式 的 一 般 避 上 状 大 

ze miEE, 

慨 如 对 于 之 入 I， … Xn 把 下 中 元 代 玉 那 本 所 得 到 榴 值 就 是 站 中 元 所 以 
它 能 够 看 成 为 自 KK" 到 下 钓 晓 射 .因为 它 借 然 是 订 性 映射 , 所 以 一 次 形式 可 
以 大 成 是 太 " 的 对 偶 室 间 吕 元 。 

在 几何 学， 物理 学 中 最 常用 的 是 天 = 脏 的 情况 。 我 们 今后 以 “ 洋 二 次 形 
起 "为 主 来 者 上 庶 。 这 时 4 是 实 对 称 息 入 。 

在 上 面 ,为 了 讨论 Ruclid 室 间 引用 西 空间 ， 计 论 块 对称 矩 陈 
上 时， 内 考 虚 复 数 和 矩阵 作 为 手 耻 。 与 这 同样 ， 讨 窒 实 汪 区 形 式 时 ， 
素 关 虑 它 的 扩 配 吾 ermite 形式 。 假定 五 是 Hermite 知 孟 ， 扣 瑟 
一 一 (下 是 如 上 的 甜 阵 , 代 直人 8. , 命 

XRTHX- HX, RX), {19.1"n 

旧宅 做 Hermite 形式 。 这 有 时, 因为 "变数 向 量 ” 互 是 把 了 中 任 次 
元 的 坐标 代入 的 “从 ,所 以 芋 是 有 竟 尺 的 。 

闲 为 对 于 计 把 U 中 任意 元 的 举 标 代 天 是 ， 

(HX, XIX, HX)- (HX, XY)-: (HX, X), 

所 已 ( 瑟 生 ,天 ?的 值 是 实数 。 因此 〈 百 三 , 瑟 ) 能 钊 看 成 是 自 C" 到 
星 的 贾 射 。 

做 此 , (9. 了 ) 也 能 竞 和 写成 


116 第 1 章 粮 性 代数 
tAT (4 于). 

在 下 面 ,假定 4 是 才 了 未 如 亲 实 对 称 甜 陈 , 吾 表示 史 稚 本 ermite 
甜 阵 , (4 晤 ,， 三 ) 表示 二 次 形式 , (如 及; 互 ) 表 未 Hermite 形式 ,对 
于 二 次 形式 , 五 梁 示 名 次 Eudlid 空间 了 中 学 ， 对 于 Hermite 形 
式 , 半 求 示 % 妈 西 宣 则 品 中 元 。 与 前 节 同 榨 ， 假定 如 他, 固定 
六 的 (因而 上 的) 一 个 正规 站 交 基 底 {6:，…， er} 《及 关于 它 的 坐标 
骤 go。 当 EV (或 zDD 时 ,和 如果 


Cl & ' 
oo : ) ueR (wow (2) sec 让 


那 末 ,在 (19.44 中 就 命 
i 二 (或 在 :一 . 
假如 坐标 自 po 变 为 p 的 华 标 变换 的 答 伍 是 卫 , 因为 用 新 华 标 裴 
示 同 一 2 的 向 量 gt) 是 了 gotw) ,所 以 同 祥 的 二 疙 形式 (或 Her- 
mito 形式 ) 用 新 坐标 未 示 , 就 成 为 
(dPX, PE)= {PAPX, 在 ) 
{或 {HPX, PX)={(PHPX, FF)). 

PAP (或 PHP) 时 做 用 坐标 gg 笑 示 所 第 二 次 形式 {或 Hermite 
形式 ) 的 甜 阵 。 由 前 节 定 理 28, 部 得 

定理 跑 虫 适 当 的 正 损 丰 迹 变 换 yp, 任意 奏 定 的 二 次 形式 能 
链 用 对 角 杂 型 拓 障 表示 。 关 于 Hermite 形式 世 基 同样 。 

么 ” 懂 定 关于 yo 的 变数 向 便 之 用 适当 的 正规 直 交 坐标 pg 下 
示 的 变数 和 问 量 是 了 , 那 未 


(本 导 。 恒 ) 二 ay 二 -oY 2 。 (了 8 .5) 
这 里 是 4 的 特征 什 、 关 于 Hermits 形式 也 同样 底 沪 
(HX, XY ~ BF BY,Y, . (19.5’) 


B81 是 占 的 特征 什 。 
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坐标 自 ge 到 象 上 面 否 桩 的 9 的 变换 是 做 所 舱 的 二 次 形式 的 
主 精 变 摸 ,确定 g 的 正规 让 变 基 底 的 方向 时 做 巧 的 主 埋 的 方向 。 


1 3 0 
例 2 用 站 18, 例 2 中 的 对 称 短 障 < 一 本 -路 作 二 次 形式 了 (了 X) 
0 -1 1 


一 (4 加) 一 四 9 一 及 3 十 允 一 2Xs 人 Rg 十 XX1. 硝 定 这 站 (人) 的 主 朝方 向 ,地 求 
变 摸 后 的 “标准 形 ”。 

[ 解 ] 和 根据 在 引 1, 例 2 计算 的 辐 果 ,主轴 的 正规 直 诡 基底 (假定 用 关于 
go 的 化 标 来 起 示 ) 六 


1 3 3 
vi0 wa N22 ov IT 
i 0 jh j= U1 .| = __Y 瑟 +] -|， 
N23 2 1T D2 Lo TL 
vi6 Vol Vv ov 
或 只 表示 碳 向 ， 


了 3 3 
n=| 0 |], 有 一 Fw EL， B= 一 -| 
3 一 1 一 1 


变换 后 的 “标准 范 " 汐 
FER =Y?+ Vir -VIF . 
全 3 在 :19. 嫩 ;假定 mimai= ai maxmi= 二 对 , 那 末 
HOT EB) AP For) HT w), 
或 用 ET 的 任 剖 坐 球 代 变 数 癌 量 及 (以 下 涉 预 完 声明 时 , 耻 总 在 这 浴 立 下 党 
月 )， 
A 
[ 谣 ， 因为 4 所 和 于 所 以 FE said 二 形 在 一 二 的 。 于 是 


09 都 各 正 襄 直 交 基底 ;所 以 写 下 = | 
) ， 出 这 及 (19.5) , 印 得 上 进 基 滋 。 

于 是 ,由 此 次 序 得 下 面 定理 。 

定理 2 二 次 形式 对 于 也 的 所 有 值 不 到 负 值 的 必要 充分 条 件 


= (X) 玉 
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是 它 的 短 委 的 特征 值 为 非 负 的 。 且 这 时 , 只 有 六 =0 宅 才 为 0 的 
必要 充分 条 件 是 特征 值 郊 为 正 的 。 

征明 把 象 例 3 中 那 梯 定 义 , 命 K=ay。 假如 0, 那 未 
对 于 x 天 0 的 尾音， (4 了 ， 玉 ) (wy 2) 0， 概 各 二 0, 一 般 
(4 下 ， 尺 ) 关 p(w 办 一 0。 但 对 于 答 册 了 了 ;1 了 ;一 0 Gi 办 的 了 
的 g( 关 0)，(C4X =0。 候 如 上 <0, 那 未 对 于 上 面 输 定 王 的 z， 
(4 万 ， 互 到 0. 

例 生 对 于 Heraite 形式 ( 吾 ， X) 同 祥 事 实 岂 成 立 , 把 zE 的 任 窟 航 
标 代 入，(HX, ) € 尼 是 已 如 前 述 。 与 例 3 同样， 
(Ky XK) EX, XK) EHX, BY. 
这 里 上 半分 关 是 五 的 特征 和 的 最 小 值 及 最 天 值 。 第 理 台 也 人 有 适用 于 
Herimite 形式 。 

二 次 形式 满足 定理 29 的 前 面条 件 时 叫做 守 正 定形 式 。 满 足 
后 面条 件 时 ,由 做 恒 正 形 或 或 正定 形式 。 

定理 30 一 次 形式 是 正 完 形 式 的 必要 充分 条 件 为 作 的 矩阵 的 
所 有 主子 (行列 ) 式 是 正 移 。 

是 明 ”假定 在 二 次 形式 (4X, 王 ) 中 ,4 的 所 有 主子 (行列 ) 式 
都 是 正 的 。 把 4 的 E 报 主子 式 的 总 和 写成 5S, 那 来 (TT) 
一 总 (一 DD'8,T', 但 二 |41, So 一 二 T° 一 1 (这 时 特征 多 项 式 的 
变数 用 中 表示 ) 。 因为 8, 者 是正 的 。 所 以 ， 如 果 Te<0, 那 来 
画 , (2 >0, 因此 Ba (TD) --0 的 根 即 4 的 特征 值 部 是 正 的 。 于 是 
由 定理 29，(4 政 , 瑟 ) 是 恒 正 形 式 。 

反之 ,假定 (4 及 , 瑟 ) 是 正定 形式 , 因为 它 的 特征 值 wy, …, wm 
移 耳 正章 ,所 以 | 4| =a…as 守 0， 浆 考虑 4 的 尾音 主 子 式 


top Cp sk 
A 一 | Op pp "yp 。 
pep 人 


19 二 次 形式 ，Hezmite 形式 二 


对 于 小 于 ni 区 不 等 于 二， V9， V5 的 自然 数 1 及 ;一 0 的 这 样 耻 
至 体 的 集合 形成 广 的 亲子 空间 厅 。 这 时 , 命 


三 。 
: 三 丰 '， 
ys 


闭 未 ， 对 于 七 玉 ，(AX, 世 ) 一 (直下 下 0)。 于 是 (4 有 下 站 
时 二 个 变数 -全 Un Xs 的 恒 正 二 或 形式 。 因此 和 艺 的 征 阵 A 的 


行列 式 是 正 的 , 即 |4 咎 守 0, (证 堵 ) 
1 111 
例 5 re 2 ;) “4X, 且 ) 是 正定 形式 。 
1 3 6 
1 1 1 
[ 解 ] Id4is | 1 2 31=1, 
1 3 6 
1 2 8 1 1 
-- 才 主子 式 | | -1 |-a,|: 6| -5 一 次 主子 式 证 1， 2, 6。 因 为 


所 有 的 主子 式 是 正 的 ,所 以 443 时) 是 正定 形式 。 
实际 上 , 训 果 求 4 的 特征 值 就 得 到 1 4 土 ~w15, 它们 都 是 正 的 。 


因为 王 是 正 天 短 障 ,由 路 , 例 8， 4 与 


i 9 
ee 人 (19.6) 


0 
有 机 同 的 秩 。419.6) 的 秩 是 o，…， an 中 不 为 0 的 个 数 。 假 如 它 
是 7 了， 更 假定 正 的 个 数 是 *， 舱 的 个 数 是 f, ?= 84% 二 8 十 二， 
2 t V30。 适 当 更 换 m 的 符号 (如果 有 必要 ) 就 得 到 

Cy 00 Oa OF or oO 


在 (DB .时 生命 
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对 于 és， VF,, 
对 于 mk Aw 一 他 Fj;=2;, (19.7) 
对 于 六 十 二 < bn Y= DE, 


那 未 4419. 多 的 右边 成 为 
ZI (19.8) 
由 了 到 Z 的 变换 9.7) 一 般 当 然 不 吓 惠 变 变 模 ， 但 它 昨 能 够 几 
短 阵 
Ma 


1 
下 示 的 正 央 变 模 。 假 加 这 变换 把 坐标 9 变 为 坐标 出, 那 末 由 一 般 
不 是 正规 相交 坐标 ,但 无 座 和 加 何 是 六 的 坐标 。 关 于 宅 ,， (4A 于, 总) 
叉 能 授 象 (8.8) 那样 简单 表示 。 
定理 31 (Bylvester) 让 定 由 六 的 适当 坐标 中 ,由 加, 部 将 
(4 素 ] 沪 为 
《人 二 
(ZE 
那 示 SG 一 8， 0 一 个 [3)。 
钾 明 ” 因 汐 7 中 ,7 号 者 等 于 和 4 的 秩 , 记 以 r 吕 7 四， 半 实 ,内 
要 示 明 譬如 由 SG<82 能 馈 全 出 矛盾 即 可 。 因 为 这 样 一 末 必 须 s0) 
>s9 ,由 完 至 同样 的 理由 又 必须 3 >>s， 所 以 8 一 se)， 
“ss = 坊 逆 盾 ” 的 让 有 明 。 假 加 自 华 标 汪 中 变 到 由 号 的 坐标 
变换 嫩 阵 是 (a;y) , 朗 


者 I9 一 起 ， Bermite 形式 121 
2 Day2, tj 全 五 ， 
那 末 
(ZONE CO CE Oo ED 
(Baa2m) + (Saez 
一 (2 em 1ZE ) 一 (3 wrZ ) ， 0G9.9) 


隆基 考虑 甘于 GD 4 一 1 ,nm 的 -一 实 章 次 方程 
2 一 2 = 0， 


Le i 

| 1 — 
p> tiem 1 ”一 一 名“ 全 0， 
= to—. 


因为 宅 的 个 数 39 十 (w 一 让 二 (一 93) 一 9 的 一 的 < 而 未 知 数 
2 站 的 个 数 蚌 n%, 条 炽 龙 是 屁 中 苑 ， 所 与 在 屁 中 有 24 ?不 都 是 0 
的 解 。 如 果 把 这 解 代入 人 9 .9)， 那 末 左 动 二 0, 右边 关 0, 因 请 引 汪 
矛盾。 《证 哇 ) 

由 定理 红 ，K4 和 ) 用 下 的 适当 (不 一 应征 正规 让 充 ) 坐标 
象 (19.8) 尾 样 表示 时 ，s, 是 一 定 的 。 4 加 时 做 这 二 详 形 式 的 符 
号 常数 。 


1 2 一 
例 4 me 2 一 ] -js -次 形式 (4 工 ) 的 符号 常数 , 培 尸 
一 3 一 4 


变 到 ( 雪 . 切 形状 鬼 亚 摸 征 阵 。 
Ci 更 4(70 一 7 一 499 一 T5 一 辣 (73 一 47 一 站 ) 。 
所 以 尾 征 箱 是 2 士 ~19,; 0， 于 是 出 适当 的 让 交 短 陆 P， 


2 0 D 
zr 0 2— v19 中 


0 0 D 
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重 抠 它 用 
1 
V2+v I 0 0 
= 1 
0 MvI9 2 0 
0 0 1 


挛 扫 就 得 到 (19 .3) 的 形状 
(4 司 ) 一 2 一 2 (19.10) 
符号 常数 是 3=11t=1, 4 一 1 
求 上 面 直 交 短 阵 产 的 寺 汉 是 非常 麻烦 的 。 但 是 只 求 变 到 (19 .10 的 正则 
变换 ,在 变换 站 程 中 不 通过 站 变 谈 换 局 象 下 面 那样 进行 比较 简单 。 


首先 ;因为 


1 2 
3 l= 5x0, [| 一 六 所 以 ?C=2, 于 是 得 到 -次 


El 0 上 
方程 必 ] | exit | 区 jn 
a 0 DE 
换 六 = PY, 那 末 
(AX, HB) = (APF, PH) = (tPAPY, Y), 


' |z | 
Fe 1 | 全 了 术 
而 ‘PAP-| 一 "| | 
a th ele Moin) ia 
和 /1 1 0 1 2 0 
现在 e- :) 2»=l 0 1 中 1iPAP=| 3 —1 ') 
td “1 0 0 0 0 0 


因此 (AX, RH) 一 上 二 4YITTa 一 了 一 (Y1 十 273)2 一 6T3 
恨 如 再 用 变换 
Zi=Y14 2F,, 2 
1- = 0 
5 
HV BY WYP2, Bi- 1 ol 
AD 
Za= Ys 0 1 


丑 末 《4 区) 一 2 一 2 


宝生 
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自 态 变 到 必 的 变换 竹 阵 就 古 


YY Oo -1 


0 1 0 天 和 0 1 


工 0 0 
实际 上 (PPL dPPD -| 0 -1 0 ) 读 ## 试 县 证 之 。 
0 和 站 


例 ? 了 # 个 变 糯 XI 六 ,的 二 次 多 项 式 内“ 变数 向 刘 2?” 衣 馆 丧 为 
一 【可 区， 及 》 十 可 瑟 十 本 

航 形 状 。(4X, ) 是 下 的 二 次 形式 (站 次 的 " 谋 次 部 分 ”GX 是 站 的 一 次 形 
让 Nit 十 QnXa9 (这 里 如 果 用 1po C9) 呈 (ay 9 这样 的 向 量 4 它 就 能 
下 用 册 积 (4; 苹 ) 表 基 ,)& 是 外 对 项 假定 六 是 # 徐 [nelid 室 并 下 中 的 变 
癌 量 :部 来 靖 足 , 产 玉 ) 一 0 (但 4 玉昌 的 坐标 玉 的 和 "的 集合 CC 说 此 散 的 
二 次 超 曲面 。 如 果 # 一 2 CL 门 是 二 次 上 曲 多 。 如 果 %:. 3, 它 就 征 背 通 意 义 的 
二 次 划 面 。 二 次 超 曲 面 融 够 根据 的 符号 常 娄 术 "分 类 ”人 司 如 在 二 六 申 如 的 
情 "R, 1s 二 ER 一 2 汝 8 = 和. 一 0 或 5 Dt-2 时 OC7) 是 栅 略 , 当 5 一 t 
=1 代 , 是 台 曲 内 } 当 ?=1 时 一 般 后 地 物 袍 。 
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在 $16~§ 19 中 我 借 计 座 了 Euclid 空 则 和 西 窒 痢 , 现 在 再 来 
计 族 任意 体 契 上 向 量 空间 ,在 本 省 中 ,因为 只 是 就 下 上 的 有 限 纵 
千 划 法 间 来 讲 论 ,所 以 今后 将 “下 上 的 ”以及 "有限 厅 ?等 字 都 省 略 
而 不 一 一 声明 。 

在 和 ]3 中 , 兢 采 行 刘 式 的 性 质 蕉 虑 过 象 下 面 这 样 的 “页 数 必 ”， 
守 (oy 2) 罕 导 于 EV 广 ( 广 是 加 订 向 其 襟 闻 ) 而 到 长 中 储 , 但 
固定 闪 外 的 “ 变 产 ”， 考 凰 了 Ga py 中 是 车 的 男 数 时 ,这 风 
的 责 数 如 为 4 (mw) ,imo) 是 SF ,ER) 中 元 。 扩 让 之 就 得 科 下 面 
的 构 念 。 
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假定 i, …; Vm 是 炎 性 空间 “图 数 ” 了 (pi wy， Wm) 定 多 
于 gEV… tm 人 Vs 而 取 斑 中欧 值 。 加 虹 固 定 和 2o 中 下 
以 外 的 元 , 考 碟 (er zm) 只 是 避 的 画 烙 , 姑 fit 全 -oa 
zn) 和 写成 六 Co. 该 时 假如 所 有 的 凑 ( 即 Wy Vi, 
2 任意 取 , 又 作为 1，…， mm 中 竹 一 个 ) 都 是 (Fi, ) 
中 元 ; 痢 末 了 了 [做 自 1，… Fm 到 六 的 多 重 ( 洋 和 和 点 琢 是 坝 重 ) 
六 性 映射 。 和 多重 厂 性 映射 至 休 的 条 合用 号 (V3，…， Pm; 扩 表 示 。 

例 1 工 重 六 性 里 射 不 条 是 单 剖 性 映射 。 

代 笨 "3 重 "有 用 “到 ”这 个 说 的 ,又 当 玉 一 区 时, 代 赫 “ 映 射 "有 
叶枝 “形式 ”的 。 警 如 双 工 次 形式 是 只 (Pa， Ps 五 ) 中 元 。 

必 下 直至 命题 60, 因为 是 固定 三 ， …， Vm, 让 来 考 不 ， 所 以 
把 CF， …， Fw; 中) 简写 成 8. 

例题 到 对 于 f, gE, aE ,假定 用 

FI ois ym) = fy oy Wm) TI 1s 7 Pm) 
{af) (一 
定 尽 了 Ho of 斯 来 号 成 为 生性 空间 。 

证 明 晨 显然 的 。 愉 下 ,假定 dm 放 = 全 是 太 的 党 标 ,aq 和， 
是 中 确定 pi; 的 基 诡 ,dim 玉 一 nn, pp 是 广 的 坐 柠 , 吉 ，…， 
是 六 中 确定 9 的 基底 。 

命题 时 当 FE8 时 ,f(y 4m) 的 第 由 gil80) 及 广 中 网 +… 
mn 个 元 

Fiat ey oP) lk (20 .1) 
来 确定 。 叉 or aa 和 训 夺 my) 是 了 中 任 次 得 ma 个 元 时 ， 氏 中 
合 420 .的 能 成 为 om mu 这 样 的 元 了 是 唯一 存在 的 。 


王 明 息 定 Petzt) -( 和 } 郎 必 一 ba 


dm 


由 多 重 攻 性 性 , 显 就 
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Ff (Wy ey Tn) TN ,30.2) 
郎 六 (i 2) 的 秆 由 priiwD 及 (20. 了 的 值 确 定 。 又 假定 (20. 了 ) 
的 值 为 zo 的 值 由 (20, 驴 确 定 , 那 未 .显然 是 全 
中 元 。 
命题 和 邓 于 工 志 方志 和 人 一 荆 99) ,用 命题 辐 的 如 法 , 由 
Pin (20.3) 
一 ji 0 
确定 的 号 中 元 如 果 是 六 airy 那 洒 这 po…mm nn 个 无 形 起 的 基 
底 。 

证 明 假定 Ny 
一 因此 ,加 果 了 =0，, 郑 末 和 %, yw:8 一 0, 所 凡 记 jn 
是 无 尖 。 久 假定 了 是 全 中 柱 意 元 ,和 如果 对 于 了 (20.1) 的 值 ci 
A 

深 dimNA=dimF dimV ydimr,dimF, 

因为 直 命 题 有 的 基底 所 得 到 的 4 的 华 标 是 由 pi ;Pm 多 
确定 的 ,所 以 用 (pl，…，9ni0) 来 表示 。 

注 莫 1 对 于 坐标 (py po …， pw 的 定 法 与 基底 的 曙 序 有 有关， 可 关联 
后 面 语 3 的 前 面 一 能 (第 127 再 ) 。 

泾 居 2 (20.3) 也 条 象 下 面 这 样 写 ， 

ml 0 of) = (Tse, Je . (20.37 

定理 鹃 对 于 体 攻 上 有 限 砍 向 量 空 痊 记 ,…, V's, 存在 具 
有 下 面 性 项 让, (让 的 下 .上 向 量 塞责 工 ， 

《 斌 )》 上 自 产科 到 全 存在 一 定 的 多 重 稳 性 映射 5， 而 且 工 


能 饮用 Try Sn wn) Dt 生成 。 (Vy VT 
(ii) 翁 如 存在 自 Fi, Wy Fn El 上 ~ | 
任意 癌 量 窄 间 太 的 多 重 线 性 映射 了 , 那 就 叭 Vy 


一 的 存在 自 荆 到 广 适 合 下 面 关系 的 禾 性 映射 玉 : 


426 人 荣 I 章 六 性 全 星 
fFor. (A) 
双 在 下 以 外 , 假如 有 具有 性 质 -四 ，( 膏 的 天 上 向 基 空 间 2 
和 如果 月 Fa …， Vn 到 天 由 外 视 定 的 多 重 线 性 映射 是 ， 亚 就 有 


自卫 到了 ' 的 同 构 峡 射 c, 使 得 (Vi 一 一 人 
T' =oT, ~ 
To lor', TT 


证 明 ”首先 证明 后 牛 段 "的 唯一 怪 "。 傻 定 大 一 各， 如 果 习 
用 , 那 未 =oor 这 样 的 ocERCP, 77) 存 不 。 互 换 T', 人 P 来 同 
样 者 卉 , 闭 就 有 ?一 com 党 样 的 o'ERCT, 全 .下 是 Taroger。 
因为 由 六 ,多 是 由 Tm; oo) 生 启 ， 所 以 对 于 于 中 任意 元 4 
0'{o 的 ) 一 而 即 o'o0 成 为 了 的 恒 等 映射, 同 样 因为 oo0' 是 于 的 
恒 等 映射 ,所 以 c' 一 -因此 = 是 邮 构 映射 。 
次 证 明 “的 存在 "。 很 定 记 的 对 储 空 间 10) 是 广 , 它 的 
中 (大 大 ER) = 人 TT {20.4) 
中 ,zt 可 以 象 下 而 这样 来 定义 : 
TBs oy Hm) (Ey 0 Erm) — (Es 220. 本 
(i) 用 (20. 辐 罕 义 的 Tl01，…; gm) 实际 是 卫 中 元 ,并且 显 
然 rE&IFa py， Fe; 了 假定 学 标 Fp; 的 对 懈 华 标 是 这, 葵 出 洗 
的 基底 是 {6 ，…， 部 时 ， 那 术 答 国 工 的 坐标 (1,，… ,六 ) 的 基 
底 是 由 适合 
fot BR, 0 BD) = Bsn (20.6) 
的 户 ,…7 所 构成 。 这 是 因为 ,在 (20. 辐 中 加 虹 命 
TO 
就 正好 成为 .20.6) 那样 ， 所 以 了 是 出 这 min 个 元 TD …， 
a 生成 的 。 
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(二 ) 假如 Foye, | et) 二 省 ji VV, 为 了 (A) 成 立 必须 


Fray ey af) ) pms ‘20.7) 
及 银 . 上 面 所 示 , 因 为 ze，…， 的 人 是 了 的 基底 ,所 以 由 人 0. 六 
能 够 确定 CERT, 站)， ‘十 些 ) 


具有 定理 32 中 性 质 人 ，G) 的 问 量 空 间 大 是 做 玉 ， ,和 
的 张 量 积 ， 用 矿 09…0] 或 LAE 未。 又 zwz … ww) 用 
400…60w 或 So 表示 。 央 为 + 足 多 重 匀 性 映射 ,所 以 


00 (十 ga > SOITs 二 Ca 
TH a WO , 
六 因为 ddim 六 一 din Pm, 所 以 由 命题 60 东 ， 
dim (T6060F nm) =dim VF-dim Vn 
并 且 妆 上 面 所 示 , oi.00a 和 代 去 让 1m) 构成 请 辐 ，… 风 六。 的 


名 xj 与 要 一 咯 全 26 名 ,如 果 谋 一 站 训 一 六 ,ti 所 名 9; 闭 
末 把 & 艾 在 的 前 面 。 由 这 顺序 确定 的 坐 柠 用 (pi，…，pn) 表示 。 
例 2 起 定 Fr~-[fary ao]， Fa 一 TD1，ps bs，Fs 一 [eay cea] 著 未 
FT r= [0 Hs, a by mr 
bs be 
ba oo bo Rb 0 LD] 
传 这 顺序 的 未 底 所 确定 的 方 罗 T 3 作 F3 的 华 标 是 (pi pg g9) 。 
例 3 在 右 图 申 ; 把 下 与 了 对 应 得 到 
SP Fn)S NT Rr) 
芍 同 构 映射 。 六 sr F 


俞 题 人 I FV， 二 了 saG9P :由 rrra ?wa00z 对 应 谍 洲 问 
构 。 
证 明 假定 z(t) 一 和 的 ge me) 0 罗拉 ， 那 末 


(Fa sy Fm) 一 > 有. "OV, 


1%8 第 1 章 线性 代 救 
37 和 RF, Va; Fr,) ， T'CE Qn, Va} Vs) .再 对 于 这 ， 引用 
《ii 与 上面 了 唯一 性 的 证 有 明 同样 关上 外 ， 


J 序 得 所 证。 
户 ， op gr je 下 面 的 命题 完全 同样 。 


A ky, 命题 2 (RFs) Vs 
《7 sO) SV DT OF . 

例 4 下 的 开关 请 FIPSR (Ti Ye). 

例 5 由 ziGo 的 多 重 粮 性 性 得 80 二 08 入 =0. 灵 假如 oi 名 vms 一 0, 屠 
末 王 一 或 如 0. (如果 加 生 0 各 直 0， 那 就 能 够 取 mi za 分别 作为 Fi Fa 
的 基底 中 元 ,因此 就 能 够 殷 多 me 作为 记 @Fs 的 基底 中 元 。) 

命题 申 假定 六 是 自 向 量 空 央 了 到 向 量 空 出 柬 , 的 臧 性 了 映 
身 ， 疡 ES 多 0 = mm， 那 未 ， 对 于 各 的 … wn EP 
"m0Fm; 使 广 人 的 本 太 人 om 所 开 40.…0 到 ,与 之 对 应 的 
Fm 160-…60F 太 中 元 是 唯一 地 存在 的 。 

散 明 56OV mT 的 … 区 玉 w) 四 范 子 如 果 对 于 六 
90.…090V5 的 基底 ctn 罗 区 w 这 的 值 了 (eineg) 已 葵 定 , 它 
就 唯一 确定 。 项 在 根 定 

Fe Ra) = fi a8) 0D fn (eb) ， (20.8) 
显然 ae 和 Ca 二 及) 01… 的 fw (em) ;这 就 是 所 求 的 了 , 
主旨) 

肢 对 于 的 8 (074 多 Dj 中 元 名 所 ,假如 使 上 面 的 了 与 之 对 应 ， 
那 就 得 到 自 名 8S (Fi 到 (的 下， 的 到 上 的 同 鬼 映射 ,( 双 圭 ) 

通常 把 S07 与 了 同样 淖 待 ,是 7 做 六 的 张 量 积 或 下 roneeker 
积 。 

假如 六,, 玉 , 的 坐标 分 别 是 gp 各, 那 末 OV, 的 克 , 分 别 有 
举 标 《gz，-…，9m)， 5 。 假如 出 gt 中 ;下 示 天 的 甜 障 
是 记 , 那 末 由 坐标 (gi pC， 败 示 f 一 的 六 的 算 
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陆 应 裔 如 何 ? 假定 太一 (a 党 ) ， 因 为 


从 ) 一 or bs 一 出 mm 证 by， … Bb, 是 ， 
7eo9 -六 (中 确 完 册 的 基 认 ” ) 
由 《20.8) ,得 


7 和 Go 的 ) = 0 (20.9) 
因为 位 定 三 的 的 7 的 健 标 (Pp1:…， pm 的 基 感 正好 是 of 的 … 
@o2， 1<h<m, 确定 太 1… 的 Ws 的 从 标 (出 ，…， 中) 的 基底 
是 引 "9… 的 5 1 时 坟 二 所 以 由 于 标 (pl qm) CPi 
Jan) 过 示 /的 短 阵 显然 是 (JTdimW, 开 dim 了 ,) 型 的 敌阵 
也 一 (a8…a 汉 ,) ， 这 短 障 万 不 外 是 陵 射 ,ERCK", 下 的 卓 基 
各 F100 Pn . 


Nl CT3 
例 6 假定 |( yl on ) Fa 一 《8 989 ， 屠 来 
Fal gg 
CHTR SuBs GBS My To 21283 
F ae GaTRBT atga ta 有 aol caapa = 
SB we GaT85 aay gay raofis 
一 般 , 假定 Fi 一 {ayp) + 那 末 
Fs maFy CT 五 
FF = CT 下 qogla '* ty 中 
cia Ca 下 3 CanFy 
?i EEE, 
(FIFI = Ds 
(of BI Dn=0 fn) . 
例 8 假定 疡 ERCFi FaD， gE RRC [0D ; 闭 林 
(Dn) IB = (OD gn 
于 是 对 于 算 唱 的 瑟 量 积 , 例 了 ,8 中 的 式 子 同 样 成 立 。 
假定 非 负 的 整数 ?9 及 向 量 袜 间 玉 已 春 定 , 那 未 p 个 广 及 gg 
个 六 的 张 最 各 
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V0- OVOP .OF 
< 个 一个 一 一 ， 

(这 张 量 各 的 顺序 序 全 变动 , 但 命题 创 ,62 中 产生 的 空间 之 辕 “ 标 
淮 的 ” 局 构 尖 系 仍然 必 立 ) 叫做 下 上 的 (2Pp, 的 型 张 旦 宰 戎 ， 用 
T3( 四 天 示 。 TIO 仆 单 写 成 他 )，T8() 单 写成 如 (全 人) 
就 是 到， _ 

例 8 Ti =F, THTY=F, dim TE (FY) 一 do 大 +， 

于 是 点 和 容 间 礼 , 色 到 (用 工 ( 记 表示 , 必 叶 做 玉 上 疆 量 室 
关 ， 沦 的 元 叶 和 做 下 上 的 张 量 。 特 别 ， 下 (人 7) ~ 区 中 元 不 外 是 数量 ， 
T1007 一 六 中 元 不 外 是 向 量 。 六 中 元 叉 时 做 道 变 向 量 , 与 这 对 应 ， 
了 0) = 六 中 元 双 陡 做 协 变 向量 。T3 (人 中 元 是 做 并 变 2 阶 协 变 
9 阶 的 张 量 。 当 220,， 920 时 也 时 做 混合 张 量 。 

例如 TQ 是 五 .上 无 吸 共 同 量 空 汀 。 因为 了 (中 元 与 Th 四 中 元 
的 张 量 各 好 玲 成 为 下 这 (中 区 ,所 以 工 下 对 于 这 “ 张 量 梁 法 ”成 为 环 ， 并 
且 成 为 互 上 代数 全 7) 。 它 叫做 下 上 张 量 代数 。 

假定 六 的 坐标 g 确定 , 那 未 广 对 慢 坐 标 确定, 下 人 P) 坐标 
《Pp 确定 。 这 华 称 如果 用 93 表示 ， 那 玉 确 
韦 9 的 TEO) 的 基底 是 050…00030600… 工 二 Js 

Rn。 ) 中 侍 辣 元 xv 能 够 歌 为 
t= TE 

的 形状 。(dim0 7 个 中 元 名 .omen 是 作 关 于 3 的 坐标 。 习 
懂 上 造 变 的 番号 本 在 上 有情 ,因此 尼 写 契 丰 i 加 

假定 六 的 坐标 自 色 变 为 由 其 未 下 (的 坐标 就 自 p! 这 为 
由 ， 几 美 于 曲 的 坐标 假如 是 7 其 :名 ， 自 gq 到 由 的 变 移 甜 陈 假如 
是 P= (ww ; 因为 了 自 坐 标 允 到 中 的 变换 短 阵 是 让 = (xm ， 根 
据 命 题 63 后 面 记 迟 的 十 实 , 自 岂 到 吸 的 变换 年 阵 为 五 天 … 侈 
POP 久 …@!P， 慨 各 依 占 习惯 把 mr 记 成 x?, 于 未 
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中 六 一 训 (20.10) 
在 这 样式 子 中 ,和 的 瑟 号 阅 … 袜 习 … 袜 有 时 简称 为 Binstein 
规 莉 。 Einstein 在 相对 讲 的 记述 中 ,频繁 地 忘 用 张 量 运算 , 为 简 
化 这 种 记 法 中 大 了 这 规 欧 。( 原 来 张 量 是 定 交 为 当 坐 标 变换 真有 
象 (20.10) 团 样 安 换 修 最 的 “最 "。) 


以 上 只 氢 述 了 熏 代 数 中 最 巷 融 的 事项 。 查 蕊 超过 狂 定 的 篇 蜡 。 杯 章 不 得 
不 在 这 里 停 卜 。 下 看 就 它 范围 于 贡 下 的 ‘包含 在 本 从 书 其 他 书籍 中 约 内 容 ) 
罚 进 一 车 。 

基于 向 量 的 内 积 在 & 1 17 中 己 义 述 : 但 关于 外 称 就 省 和 搂 鲁 到 。- 般 ， 
它 能 铝 作 为 联系 缚 量 积 的 交代 积 的 区 念 来 舟 过， 这 在 李 群 答 一 此 中 席 访 有 
所 记述 。 玲 于 了 癌 量 和 张 量 的 几何 宰 的 攀 理 学 的 成 用 邦 在 几何 滨 一 书 中 介 稻 。 

在 引 34 67 等 的 例 中 所 饮 过 的 各 种 柄 数 空 疗 帮 有 是 同 量 窒 并 ， 民 关 于 它 的 
仰 析 理论 访 定 在 引入 适当 的 本 护 条 性 玄 上 后， 将 在 疾风 分、 让 义 国 数 罕 市 中 
襄 腕 。 民 关于 年 障 的 “ 解 本 西 数 "《cxp 卫 = Et 二 -三 二 .等 ) 在 上 


面 六 没有 控盘 机 会 ， 在 车 谍 它 们 时 ， 关机 作 的 白人 是 玫 要 的 。 蔷 如 基础 体 是 
复数 人 C 时 “指数 粮 笋 " 疙 是 收藏 而 且 有 exp 下 的 意义 。 当 而 一 FoF 时， 
能 容易 证 朋 exp (fy 十 9) 一 eEP Fi'exp [等 ,这 都 作为 著者 的 练习 。 


第 2 音 群 , Boole 代数 ,有 限 体 


在 该 顷 禾 的 第 2 剖 里 , 将 就 群 ，Boole 代数 , 有 限 体 这 三 种 代数 柔 分 别 作 
秽 单 解 识 。 共 中 群 对 于 数学 有 一 般 的 基本 意义; 但 Boole 代数 ， 有 限 体 却 是 
相当 特殊 的 代数 柔 。 三 党 之 阅 溢 有 特 帅 絮 友 的 关 柔 。 只 是 因为 这 些 代数 采 在 
新 的 应 用 数 党 的 各 个 部 分 都 须 用 到 ,而 在 本 从 书 的 共 他 书籍 中 没有 机 会 介 厅 ， 
因此 有关 它们 的 共 本 事项 具有 在 这 里 来 穆 进 。 

第 1 章 关 于 黎 代 数 的 和 内容 无 恒 如 何 总 雍 人 馆 进 行凶 东 的 襄 明 。 下 面 第 3 普 
有 限 群 的 去 现 散 亦 能 和 箔 地 进行 叙 进 。 但 是 这 第 2 举 ， 出 于 上 述 那 种 情况 ， 
公章 不 能 建立 一 芙 的 体 桑 。 这 点 希 董 便 先 得 到 祯 者 的 了 解 (又 本 章 中 群 的 部 
分 方 是 第 3 章 所 必须 的 准备 } 。 


821 变换 群 的 概念 


作为 代数 杀 举 定义 群 是 容易 的 ， 但 这 样 做 对 于 初次 沪 受 这 松 
念 的 著者 有 “和 过 分 抽象 ” 的 缺点 。 因 此 汗 是 楼 照 历 只 的 性 学 从 详 卉 
群 的 概念 的 语 明 开始 。 

群 (group) 这 个 名 词 在 数学 中 上 开始 使 用 的 是 Galois， 根 据 
这 概念 ，Lagrange 等 的 “代数 方程 的 形而上学 "是 丢 数 学 化 了 ( 参 
照 A. Weil“ 自 形而上学 莘 数 学 ”, 科学 Vol. 26, No. 12) .下 租用 
最 箭 单 的 例子 来 这 阴 Lagrange 和 Galois 的 思想 站 法 。 

刻 者 想 已 知道 对 称 式 ， 变 代 式 这 些 名 词 。 璧 如 象 十 十 4， 
zy 十 yz 十 22 这 样 ,任意 互 换 变 数 pm, y, 2z 而 不 变 的 多 项 式 是 2, Y, 2 
的 对 称 式 ,繁多 一 2(2 一 0) 一 胡 ; 2 一 办 十 久 ( 一 8) 于 全 加 一 入 
这 痒 尾 意 五 换 ”，9， z 中 两 个 只 改变 符号 的 多 项 式 是 庄 代 式 .但 是 
象 2 十 2 十 3z 天梯 就 用 不 是 对 称 式 出 不 是 变 代 式 。 

为 了 明确 淘 念 ， 来 考虑 复数 位 忆 上 个 变数 各，…, 名 的 多 
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项 式 
站 (一 (21.1) 
这 里 页 ，…， 上 取 非 负 的 整数 值 ， 当然 是 意味 有 限 和 。 者 孙 变 
煞 的 “ 互 换 ”用 于 面 引 信 的 那 种 记 话 是 非常 态 恒 的 。 很 定 (2 
za 3 时 是 呈 个 文字 过 ， 2 向 的 一 个 排列 ,把 安 数 的 添 数 1， 
2 分别 用 7 pe va 代 近 的 事实 用 
1 2 .-.. n 
GC ， (21.2) 
未 示 。 象 这 样 的 互 多 叫做 雷 措 。 凌 换 也 有 用 x x，… 等 交 字 玉玲 
示 的 。 邻 假定 (21.2) 的 亚 错 是 和 %, 由 站 个 效 室 工 2 …, n 形成 的 
“空间 ”为 了 把 第 合 几 何 学 地 才 达 ,也 时 它 敌 “空间 站 是 六 , 那 末 赤 
了 是 自己 到 8 的 至 单 射 ， mz:5 一 S。， 和 在 这 意义 下 ， 用 函数 记号 写成 
T= 对 于 (21. 加 ,在 第 1 行 中 之 下 号 它 的 业 5s( 科 = 是 
重 标的 ,而 第 荆 行 排列 为 1， 2，…, ”的 顺序 不 是 必 改 的。 譬如 
1 3... mn 人 2213... 
人 
当 六 一 工 929 一 2 于 04 一 加 肝 ，(21. 久 显 然 戌 为 驴 的 恒 等 觅 射 = 
双眼 如 千 合 (231. 呈 的 严 与 


pa 
“= ja ud ( | | ); 1.8) 


的 另 一 个 排 烈 
列 就 得 
二 学 多 
i 
称 列 ， 


(2. 


是 5 的 道上 映射 m9。 国 为 个 交 字 有 wl! 种 排 齐 , 所 以 = 科 ， 


]B4 第 2 章 群 ; Boole 代数 ,下限 体 
2，…… 的 加 者 全 体 的 集合 忆 (9) 是 由 mw! 个 元 sy rry x,… 构 成 的 。 


注 慧 ”上面 的 *cx 也 有 写成 sx 的 。 在 本 书 是 写成 wxez。 印 抬 先行 个 的 
汗 措 后 号。xow 与 xox 一 般 不 同 。 
例 上 只 互 换 两 或 字 T 3 芍 
12 3. “】 
213.n 
时 向 二 2 的 互 换 , 用 (1 为 秩 示 。 双 一般 对 于 zy 命 x? 二 EyTI 二 ry 二 gyn 
= Dt 于 是 如 时 是 偶数 ， (1 2*=s; 如果 开 是 奇数 ， 
{2D*t=(I 人 沼 ， 
注油 在 ( 红 -3 的 已 法 中 ， 当 ?= 如 时 朗 略 去 多 ， 敬 和 如 (31.49 区 写成 


1 
(了 
ee 1 2 .. a a 
m2 CG 
例 3 假定 8={41; 237), 那 示 客 (9) 一 4 (I 外 }。 乙 等 肌 射 s 了 太 宇 大 
(六 的 。 


(21.4) 


例 4 语 措 (> 2 | 做 1,2,3 的 循环 导 换 ,用 (123) 


231 


到 未 。( 同 样 (123… 加 去 未 (2 3 了).):45-{1,2,3} 


时 , 苞谷 ) 是 由 下 面 六 个 元 和 梅 威 :tt 2 ,3 (1 3)， 

代 引 及 得 3 盐 ， 关 于 它 俏 , 下 面 的 芝 系 成 立 : 

图 对 民 人 工 中田 一 在 2 3 人 3 区 人 红 3 轨 一 人 

例 呈 当 人 5S= 久 ; 2, 3 4 时 (5) 是 出 下 面 和 = 好 个 元 构成 : 
CD 

(2D=( 人 DD d= I3 和 Dl LD, 

(8D=IT 和 D0 Idd Dd L400 SD, 

(=) = HD, 

(DBD NLDW YEN, 

{1230d0Q0248,00324,00340,(00420,(l1483 人 0. 


假定 对 于 0 上 个 变数 的 多 项 式 ( 红 .1) 施行 并 换 (23L.2) , 剧 
就 得 到 


3 


[oe 


hh i 
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FU, 外 mu | by) — Pp, 
这 事实 用 下 式 表示 : 


mf wi, Tey, ta)) 一 子 (oo Pry pn), (21.5) 
例 B wtr (Cf) rr i)). 
例 ” 对 于 riy tay 33 0 二 各 十 cga 施行 名 (id 3, 3) 忠 坟 个 这 
措 殉 征 果 向 下 : 


CY CF CRY ay Fad) = t+ Gory atay 
C1 Dm Tay Med) — ory Fat + Latay 
《2 BF (Ra Tas TW3)) 二 581 二 33 十 Cat 
[1 BD OF CTI, Tay Ts)) = eal + tara + Lrgy 
‘] 2 BF Ry Mas Ha)) ar1+ ATs + oray 
(1 3 2 {Ff (wry Tay La)) = Mary dara 十 Cs。 
了 于 基 多 顶 式 ( 电 . 必 征 对 移 式 瘟 指 对 fc po) 施行 全) 
的 外 意 置 换季 而 不 变 , 序 用 . 
Tf ys Da)) =f Wn), YEE SN) 
(vw 会 (9) 读 成 “对 于 全 (5) 中 所 有 苑 宝玉 定义 , (21, 二 是 变 代 
式 次 指 六 对 于 总 地 ) 中 任 瘟 对 换 总 六 只 谈 符 号 ,用 下 式 定 光 : 
C3) (了 (oa gp 一 一 or) , 
例 各 在 例 7 了 中 ,了 (rr Ta za) 是 对 部 式 的 必要 充分 从 什 古 m1 一 wo 一 a8s 古 
变化 式 的 必要 沈 分 荣 忻 是 qr 一 mz 一 a 二 0. 
.上 面 变 代 式 的 定义 比 对 称 式 的 定义 也 前 :感到 不 委 艇 。 但 是 志 
的 必然 性 能够 梨 下 面 于 术 来 说 月 (参照 后 面 的 命题 四 。 
命题 1 台风 ) 中 任意 元 能 角 乾 示 为 几 个 对 反 的 精 合 。 
证明 用 铝 真 所 示 的 方法 也 龙 够 证 明 , 但 在 这 里 用 关于 六 中 
元 的 个 数 的 数学 时 梢 法 来 证 明 。 
假定 = 全 ,2}) ,于 未 全 (39= 区 ,C2 站, 因为 (了 D=(I2X12)， 
所 以 这 财 命 是 成 站。 
对 于 访 二 各 一 联 , 慨 定 命 题 成立 , 染 著 虑 SBS= 和 ,2,…,%， 
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这 时 命 至 9) 中 任意 元 


和 时 va 半 水 4 一 (ES 3 sa 切记 入 
= 能 够 表 为 对 换 的 结合 。 如 果 内 mi 合同 那 末 
mu 人 1 ) 
Py PRoln Vhs Viet "sy Puls Wr 

所 蕊 还 是 能 够 霄 为 对 多 的 车 台 。 

深 ”假如 多 者 式 了 河 于 所 有 的 对 换 不 空 ， 殿 末了 是 对 称 式 。 

假 加 把 (21.5) 布吉 的 和 多项式， 时 做 对 于 Fe， 2 施行 甘 
换 交 的 “ 值 ?， 那 未 对 和 让 上 上 定 尽 的 草 称 式 施 行 立 的 ) 中 由 个 种 岳 
时 ,总 是 形成 "等 价 "的 多 项 式 ( 所 裔 两 多 项 式 

人 
等 价 是 指 对 于 所 有 的 六， …， 总 
Ck ke 

部 对 应 的 系数 村 等 ) 。 于 是 作为 对 称 式 的 "次 和 意 的 ”多 项 式 , 可 以 
试 为 是 苑 行 这 办) 由 ml 个 里 换 时 , 愉 好 只 到 两 个 值 的 多 硕 式 ，。 这 
样 的 多 项 式 皮 时 时 做 “两 值 多 贰 式 ”。 

概 定 是 两 人 多 项 式 , (由 (天 E 王 罗 )) 所 取 的 两 值 是 方 ， 户 
( 广 关 fa) ,各 果 ea( 廊 一方 ,由 个 题 1， 对 于 适当 的 对 换 了 一 马帮 : 必 
用 并 四 一 户 . 全 假定 S 一 人 4EE 配 个 ) 了 六 方 ]， 衬 :fs 
mE SI), wa f=f2), WW 玉 seE Ci, TE Cs, SF) =- 吾 = S 十 公 ， 

命题 2 过) 有 下 剂 各 性质 : 


(i) SImD SL In, 


(ii) SGD, mi SH mmr. 


证 明 (i 因为 f= 了 mt 让 一 刻 , 所 以 mi 六 一 aa 
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= (milo) (F=f) =f1, 因此 wT EE 
di) 【ri (A) 一 mi 及) = if) =f 以 
TIME CL, 
又 设 mwE 和 i; 央 zitf2 一 fs 妇 久 i 中 天 分 别人 不 变 六 fs， 
证 阴 假定 =atfo) 一 方 ， 那 未 mi 人 一 Pa 这 与 命题 2 (i) 
地 后 。 
命题 3 六 。 让 元 对 换 方 ,六 . 芭 假 定 TaE yy 那 未 ww- 户 ， 
wat fa) =f1, 
妓 明 mat fi) = Ta | 已 3 的 定 立 自 有 明 。 忌 orat Fa) =fi 意味 着 
mal tf 一 六 假如 ma {Ff 一 方 ， 由 命题 21i) 得 Va 全 Sl1, 这 与 优 
融 子 盾 . 
侧身 0 133 DT Tg 
CD) Cadrsy rama re Ci. 
例 如 一 般 对 于 所 的 了 集合 全 及 x 名 假定 
人 ET 
分 别 用 == 冯 ,去 oz 才 示 ) 那 本 名 9 一 Ye 区 IT 一 各 tor。 
[ 解 ] rcEicEs 是 明显 的 . 度 之 ,假如 6 S 因为 TxE ErT er 所 
只 xz 一 TEA ET 和 1 因 肛 名 CC ro 于 是 名 一 roET。、 间 样 3 一 多 tor。 
例 工 对 于 任官 rE 名 有 qo 宅 jog 1 一 避 T 
[ 解 ” 根 征 reE ea 那 林 1ES& 所 以 rogrozscS 同样 
和 tos 名 1og 亡 名， 于 是 各 ;Cs 攻 1orF。 因 此 ro 名 tax1 一 总 T。 
假定 ws€ 名 a 国光 和 一 fogTy wiE C0 所 人 woSIom l= (Tomi) eo Gir (om 1 
DP) 二 To ro 9TT1 二 TT 这 ov 区 1， 这 蝴 后 的 部 分 是 根 
据 例 0。 
例 色 所 有 的 对 换 属 于 名， 
[一 办 Es 仙 如 一 个 于 痪 (看 倪 4 je D0) 
二 全 放 一 TE 这 与 假设 不 合 。 
命题 广 十 ji 是 对 称 式 , 刻 一 fs 是 迹 代 式 。 
是 明 ”假如 me 艺 ， 那 床 mi 六 十 户 ) 一 六 十 Fa, 假 加 rs 区 as， 
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那 来 ma( 丹 十 f3) = 产 十 方 一 疡 十 户 。 所 凡 对 王 全 中 任意 元 sf 
了 (万 十 一方 十 户 ， 因此 方 十 产 是 对 称 式 。 

及 假如 ms 和 名 3?， 那 术 ra( 广 一 站) 一 户 一 六 = 一 人 一 Pa)， 因 
此 广 一 方 由 人 中 任意 元 兵 改变 符号 。 央 为 对 换 都 属于 So 于 是 
一 所 由 任意 对 换 只 改变 符 导 ,所 丹 它 是 安 代 式 。 

系 任意 两 售 多 项 式 能 够 表 为 对 称 式 站 溃 及 与 交代 式 全 512 
药 和 。 

在 交代 式 中 ， 

PL "Tn) 一 (一 9 
中 要 2，…， 如 的 最 苦 变 代 式 。 对 于 轨 ， zz 的 任意 交代 式 
gc 0 一 一 9 即 
G1 os By oy i oy a) ly es Wy ee jy a), 

因此 如 果 各 一 si 那 未 98=0、 于 是 由 剩余 定理 , 9 能 够 用 (一 zz) 
除 尽 。 因为 这 对 于 总 7 的 任何 组 合 部 克 豆 ， 所 以 4 能 能 用 最 简 实 
代 式 卫 除 尽 , 因 侧 有 适合 9 一 米 的 多 项 式 j。 显然 疡 是 对 称 式 。 由 
命题 的 系 及 这 事实 得 下 面 的 命题 。 

命题 5 任意 两 值 多 项 式 了 能 用 适当 的 对 称 式 fo,h 及 最 简单 
变 代 武 Pp 写成 人 0 十 ph 的 形状 。 

宙 其 上 的 兰花 可 以 了 解 变 代 式 特 基 是 最 简 充 代 式 的 泪 艾 。 双 
如 记 半 知 , 任 意 对 称 式 能 够 表 为 所 谓 基 本 对 称 式 

Sn,, pa ,RE yg {21.6) 

的 多 项 式 。 因 此 任意 两 秆 多 项 式 能 够 表 为 这 % 个 式 与 最 简 汉 代 式 
?的 多 项 式 。 

根据 .上 面 的 事实 ,熟知 的 二 次 方程 的 佣 法 能 够 如 下 地 说 明 。 

候 定 二 次 方程 十 ge 十 5=0 的 根 是 z1， wz， 嘟 未 22 十 az 填 6 
一 地 一 呈 ) (w 一 Va) ， 于 是 
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va b=mira 
是 mi, ws 的 基本 对 称 式 。 命 了 (ri 5a) 一 z1， 那 末 它 是 %, ws 的 二 值 
多 项 式 。 于 是 由 上 述 事 实 亡 角 用 对 称 式 fo; 疡 与 邦 ( 克 198) 一 一 Da 
表示 如 一 pn 十 Th。 用 上 面 记 法 , 因为 及 == fa 一 (2) (有 1) 一 za 
所 以 


和 全 ff _ gra _ WP 
加 = 于 ( 疡 +fa) = 工 可 ， ph 's a Ty 2 六 


央 为 jp 的 东方 趾 对 称 ;所 以 汤 也 应 当 能 够 用 #8, 5 表示。 实际 上 ， 
2 二 (一 5) ?二 太一 45， 因 此 
-at VE 
2 人 

这 就 是 所 部 知 的 二 认 矿 程 的 很 的 公式 。 

Lagrange 肌 同 辞 的 方法 发 明寺 次、 四 次 方程 的 解法 ， 乌 对 五 
识 坟 程 的 解读 查 无 车 时 。 一 般 五 次 碟 程 的 :代数 的 解 泪 "为 布 可 能 
的 事实 是 在 1826 年 出 Abel 所 姓 明 。 象 上 面 册 样 , 对 和 于 以 根 作 谈 
数 的 多 项 式 或 袁 示 为 其 商 的 有 理 式 研究 施行 “ 根 的 置换 ”后 所 引起 
的 糙 果 , 自 Lagrangse 上 时代 起 已 变 流 行 ， 太 bel “不 可 能 的 证 明 ” 也 . 
是 楼 据 这 方法 (参照 商 木 真 党 : 代数 党 讲义 )。 把 它 作 为 一 般 全 的 
理 陀 体系 的 是 Galois， 在 这 里 不 能 详 租 介 帮 Galois 的 理 座 (参照 
正 旦 , 汉 野 : 代数 党， 但 引 生 和 的 基础 (key-word) 至 换 群 的 疾 
念 灯 描述 宦 的 输 麻 。 

把 名作 为 自 多数,m 个 东西 一 一 它 用 数字 1,3,…，,m 表示 一 一 
的 集合 5S 的 器 换 ( 部 自 六 镁 驴 上 的 双 单 射 ) 季 体 的 集合 用 客 (5) -多 
责 示 。 各 的 子 集合 久 具有 下 面 炊 质 如 ，(ii) (tii) 时 ， 久 呈 做 站 
的 起 换 群 。 

(iy 名 3s 从 的 重 等 映射 ) 。 

【这 ) @IrTSIni, 

(ii) GS Im ra YI ms, 


和 1 一 
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例 如 殷 定 世 不 是 空 集 , 由 性 质 (ii) ，(i 能 够 导 册 个。 
[ 解 ] 根 定 xzE 名 ,由 (i) 得 x"1E 刀 ,因此 由 (GD 得 久 3aor-1=5， 
损 名 自身 及 只 由 恒 等 芽 挽 : 形成 的 八 合 在} 都 是 芒 磺 群 。 又 在 命题 2 
之 前 定 广 的 后 是 证 换 简 。 关于 一 般 的 汗 摸 群 包 总 是 名 汪 久 二 在}。 包 冉 铸 
S 的 对 称 群 ，{s) 让 做 恒 等 群 。Ea 是 下 使” 个 谈 数 的 两 值 多 项 式 变动 的 后 换 
形成 的 糙 。 慨 如 " 木 使 两 依 多 项 式 变动 ” 用 “不 使 交代 式 或 晤 箱 严 代 式 变动 " 
来 代替 (由 命题 中, 珊 玉 名 就 由 做 的 安 代 群 。 
例 15 证 的 作为 对 换 的 积 当 示 时 ，“ 央 也 ”对 挤 的 个 歼 是 偶数 时 , 这 样 的 
证 换 U| 做 偶 置 的 , 巧 森 瑶 时 这 样 六 这 席 叶 做 奇 置 的 (这 里 奇偶 性 不 削 “ 因 子 分 
稻 ” 的 方法 如 何 总 是 一 定 的 ， 因此 这 定义 与 6 页 的 党 义 一 狼 ) 。 交 代 群 是 由 
偶 熏 换 多 球体 构成 的 。 
[全 ] 个 全 标的 最 往 实 代 式 p， 显 然 对 偶 占 摸 不 变 ， 而 对 奇 儒 摸 变 为 
一 ?人生 开 ES) 关 凡 zB) 为 DP 或 一 了 两 者 必 展 其 -所 以 x 的 奇 但 是 
一 定 的 。 因 为 对 挽 都 局 于 2, 出 例 9, 名 | 与 但 壮 换 的 全 体 一 致 。 
一 般 ,假如 浴 定 个 变数 的 多 项 忒 了 时 , 那 末 不 使 站 变动 的 这 
样 蕾 独 的 集合 显然 吃 为 什 挤 车 。 和 多项式 怠 契 理 式 的 集合 {了 ,9,…} 
已 萎 定 时 ,使 了 9，… 部 不 变动 的 置 错 的 集合 也 昂 然 成 为 慎 交 条 。 
下 之 , 允 于 和 给 定 的 草 辣 换 群 ,可 避 来 考 虞 由 攻 不 变动 鬼才 项 式 如 有 
理 式 的 集合 。 
(talojs 的 患 想 如 下 。 
艇 以 和， 的 为 概 的 生 次 再 程 


必 be TT ae) tr rn 


rtm 


"En 1 
Cis 
Fp TT nF, k,l 
访 时 五 区 会 有 zk 以 9, 更 华 恨 度 丰 上 坎 行 对 挨 (25) ， 国 为 吾 及 人 一 2 一 om 
者 六 让 而 [一 z 守 了 了 符号， 所 以 站 就 搞 直 一 了 本。 这 就 是 路 玄 虽 上 孝 行 一 个 对 摘 ， 
就 变 了 符号 ， 因 些 假如 用 偶数 个 对 拘 站 ? 上 然 贸 趣 行 , 糙 果 仍 吉 是 p, 假如 用 奇数 个 对 
所 任 2 上 继 引 斌 行 , 粘 果 站 是 一 上 一 一 笃 效 站 
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人 人 {21.7) 
不 血 是 用 桑 数 @@，…， 加 汝 由 松 二。 但 i; an 除 符 导 
盆 与 各， 的 基本 对 称 式 人 21 .全 一 私 。“ 直 出 "和 根 时 ,在 记 境 依 
数 移 人 解 凌 中 ， 所 用 的 是 加 减 线 除 的 四 其 运算 与 开 方 。 内 为 四 则 运 
算是 代数 学 中 最 基本 的 入 法 ,所 以 便于 把 “四 莽 运 算 能 够 如 常 施行 
的 范围 ”者 成为 一 个 东西 一 一 这 样 就 产生 了 “ 体 的 概念 ”。 自 复数 
体 居 出 鉴 ， 解 人 1 六 的 问题 归 车 于 自 含 CC 及 ,on (或 及 
2 0 的 基本 对 称 式 人 1 .86)) 的 体 长 6 出 惨 素 求 出 一 一 慑 据 某 
蛙 施 法 一 一 合 C 及 ,wn 的 体 攻 的 问题 。 汝 为 下 ,中 元 都 是 
2 1 gu 的 对 称 式 (条 项 式 台 有 理 式 )， 所 坊 对 于 对 称 娃 衬 布 变 。 
出 此 用 基 个 “代数 方法 ” 求 出 “x 值 和 多 项 式 ”J (oa oo) 一 性 即 
可 。 Galois 的 基本 思想 是 对 于 自 Ko 到 过 下 的 “代数 方法 ”的 阶 
段 , 有 到 的 子 体 到 


KoCKCRaC CE,=F 
与 之 对 这 。 耐 对 于 这 ,又 有 证 换 群 刘 
=D {e} 

与 之 对 应 ， 这 时 天 ;正好 是 对 于 入; 不 变 的 有 理 式 的 集合 。 根 据 这 
个 思想 , 方程 的 “代数 解法 ”的 问题 沪 芋 匣 对 称 群 的 构造 的 问题 ， 
二 bel 定理 态 作 为 其 一 般 理 族 沁 极 特 殊 情 况 导 出 。 

Galois 理 葵 的 部 明 不 得 下 止 子 此 ,在 这 里 所 用 的 “使 某 些 革 西 
一 一 在 上 面 是 多 项 式 战 有 理 式 -一 - 不 变 的 置换 群 ”的 概 全 是 重要 
的 。 但 是 愉 注 处 置 模 群 实 婵 过 案 , 因 此 有 必 贡 来 考虑 更 一 般 的 “并 
换 群 ”。 

餐 禾 定义 为 自 有 限 化 合 仿 到 昨 自 身上 的 驴 单 射 。 一 般 任 音 集 
合 3t 电 半 化 “空间”, 不 是 有 限 也 可 ) 到 宅 自 身上 的 从 单 射 只 做 六 的 
正则 变换 。$ 的 正 朋 襟 卉 翁 体 的 此 合用 写 i9S) 表示 。 必 的 两 个 变 
换 zx:S>S， ra!:S->5 能 能 按照 86 的 意 闵 千 合 ) 寂 的 精 果 maoma 


149 身 2 寻 ”和 群 ， Poole 代数 ,有 限 体 

或 racemd 你 是 请 的 变换 。 特别, 假如 mi， Ts 马 作 (9) ， 旺 然 rtoma 
Tw) 9) 的 字 焦 合 凶 满 是 与 .上面 避 ) (0 ， (这 ) 同样 
的 和 茶 件 时， 马 叫 人 巩 变 换 群 ， 早 换 受 转 所 群 不 过 是 当 六 为 有 限时 ， 
正则 变换 有 变换 群 的 特例 。 

例 胡 名 (9) 至 体 及 人 芷 是 避 的 重 等 映射 ) 都 是 变 绸 群 。 在 一 般 情 总， 
儿 (5) ;487 也 分 凡是 艇 上 的 对 称 群 ,全 等 群 。 

例 17 皱 定 S 一 BR (实数 体 )，z€ 名 (BR), 对 于 瑟 中 性 意 两 元 zy 如果 
wp) 一 拉 一 2 一 yy 那 诚 县 中 常数 45 好 使 xtr) 一 4， 这 二 假定 用 有 a 
到 让 ; 屠 术 oy 一 ns 一 Toy To 一 Ta 于 尼 4wa3 9€ 县 } 成 光电 的 灾 挽 
群 。 它 如 人 慨 吾 的 平行 移动 群 。 

[ 解 ] 命 z 的 ) 一 sy 那 示 zt2) 一 8 一 +, 所 以 wv) 一 2 二 a， 

上 网 起 的 焉 行 移动 群 是 “不 使 两 元 之 差 变 动 的 吓 的 变换 群 *。 
不 和谈 我 们 现实 空间 中 一 点 0 ( 即 不 鸽 避 变动 ) 的 变 挽 全体 成 为 娘 
的 旋转 群 ， 不 变 两 点 冰 是 将 的 变换 全 体 成 为 空间 的 运动 群 。 一 
般 , 不 变 呈 的 诗集 合 的 某 许 质 的 变换 全 体 的 集合 成 为 & 的 一 个 变 
换 群 。 

太 之 ， 训 已 葵 定 空间 六 的 一 个 变换 群 甸 , 对 于 六 的 两 个 子 集 
全 4 各, 假 如 四 中 存在 元 二 使 rd) 一 4 那 示 4, 如 时 做 关于 
人 相合 , 写成 4 二 4 (的 。 流 样 定 风 的 相合 关系 ,显然 是 等 价 关 系 
($4)。 又 “相合 集合 的 共通 性 质 " 能 够 看 戌 为 “对 于 旬 不 变 的 性 质 ”。 
Klein 根据 这 思想 拒 儿 何 亲 分 类 Erlangor Programm, 1872). 
区 如 Euelid 几何 学 县 研究 对 于 运动 群 不 变 的 图 形 网 性 质 ， 非 
Fuclid 志 何 学 是 研 守 对 于 时 做 “ 非 Euclid 法 动 群 ”的 变换 群 不 变 
的 玫 形 的 性 质 等 等 ， 关 于 此 ， 在 这 于 不 能 境 误 。 但 它 也 可 以 枢 据 
与 Galvis 理 答 周 桂 的 思想 来 理解 。 

倒塌 在 空 酒 内 的 正三 角 谎 与 它 自 身 重 合 的 运动 成 为 与 所 ( 寻 3, 3)) 
局 构 的 变换 铬 。 

[ 解 ] 出 这 样 的 一 个 运动 *， 正三 角形 的 三 壮 点 了 2， 3 分 中 与 依 点 as 
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6 y 重合 时 ,对 于? 使 (。，)e ECtb 2 3 对 | 
TT 

襄 邵 可。 

流 莫 一 - 般 在 空间 内 的 图 形 一 一 若 晶 ， 花 租 
等 一 一 重合 于 它 自 身 的 运 带 成 为 空间 的 变 融 群 。 
这 变换 群 可 以 看 成 为 这 图 形 对 称 性 的 起 未 。 网 

和 转 对 ,图 形 是 正光 面体 时 ,把 它 重合 于 它 牛 身 
的 运动 的 王 中 做 多 面体 妖 。 内 为 正 多 面体 有 正四 
而 任 , 正 六 面体 (= 站 方 全 ) 正 及 而 体 , 正 十 一 面体， 正二 -FF 西 傈 5 种 ,所 以 殿 
敲 看 去 种 条 而 体 群 - 伺 速 畏 正 六 面体 各 面 的 中 心 时 , 他 得 正 愉 面体 ;, 束 咎 正 十 
一 六 休 各 天 的 中 心 时 , 邱 得 正二 十 而 体 ;所 以 正六 而 体 与 直面 体 ， 直 -下面 


图 只 .2 


图 并 ,8 


体 三 正二 -十 面体 , 苹 重 合子 它 虽 身 的 群 分 别 司 构 。 因 此 多 而 体 群 有 正四 面体 
群 , 瑟 及 而 何群 ， 正 二 上面 伟 群 3 种。 它们 是 分 别 与 四 次 交代 群 ， 四 次 对 称 
群 五 驱 实 代 群 同 构 的 中。 (关于 辣 均 的 从 朝 定 六 请 参照 下 节 。) 


22 群 


首 为 代数 系 的 群 吉 已 用 可 换 娩 的 公理 Ai 54 和， 而 只 除 
淖 其 中 的 交换 律 A°2 来 定义 。 为 慢 重 起 见 , 将 它 重 写 一 下 , 浊 就 是 
让 "1 假定 呈 荐 非 空 集合 ,对 于 2, YEG, 答 定 了 使 全 中 元 wog 
唯一 对 应 的 算 评 。。 
A°3 (vo) 07 一 qtyo2)( 精 合 律 ) 。 
生生 对 于 他 中 任意 元 2 好 中 存在 满足 wee=9c2 一 这样 的 
全 ” 贿 图 附 对 “有限 话 是 群 )。 一群 证 者 
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一 元 ete 岂 做 他 的 单位 元 ) 。 

起" 六 于 于 zw 全 , 存在 满 是 wo5 一 row =8 法 样 有 鬼 宅 Gt 上 虹 
做 > 的 六 元 ) 。 

这 时 避 吓 做 关于 算法 。 成 群 。 变 换 群 (把 映射 的 袖 合 作为 算 
读 :一 -因为 映射 的 褐 合 服从 糙 合 律 -一 ) 一 定 是 群 。 又 可 换 苦 当然 
是 群 。 为 了 简化 算法 的 记 法 ， 代 蔡 . 上 面 的 ?eg 多 写成 oy 一 一 积 的 
巷 式 。 今 后 车 不 预先 声明 , 群 的 算法 都 表 为 这 种 形状 。 

用 这 种 所 话 时 , 群 G 的 基本 算法 是 "很 法" 与 "作对 元 的 算法 。 
对 于 G 的 元 4 及 两 个 子 集合 全, 了, 命 
oY {er PE FY, No- {ra; TE NAN}, 
XPF={ry;, EER, EF}, KT1={r 1, we TTR}. 
假如 吾 (关内 伺 他 请 足 豆 五 天 五， 那 末 页 叫做 关于 和 群 算法 是 
( 封 ) 阴 的 ”。 鞍 时 吾 关于 与 全 同样 的 算法 显然 或 舒 。 宅 是 做 侣 的 
于 群 。 

例 芋 人) 五 吾 -1 袜 百 尖 有 一 在 闻 开 一刀 ， 

【ii HH"CNGNAICOH, 五 -1 于 五， 

[ 解 ] 人 根 定 zc€EH, 那 末 ee 一 wa0IE 瑟 ,如 时 二 是 互 中 任 赛 元 ， 那 
rem~re it HH-1, DM HICHDB-, 

《ii 玉 = 基 时 证 有 阴 显 的 。 者 谍 豆 呈 8 的 情况 。 假 如 HH-1cCT， 巾 6) 
EH 所 以 五 - 工 = 及 -1cCHHiCH， 可 果 雹 (Ey WE H) 是 IH 中 他 
总 元 ;用 1E 万 得 扩 IE 下 所 以 wy 一 DD-1E HN-IcCH, 于 是 WHCH. 
反之 ; 假 却 太 瑟 二 五 , HTCH, 独 未 HHICHHCH. 

注 草 在 33 过 就 -一役 代 救 系 的 子 系 。 同 杰 蚁 射 , 同 构 咏 射 等 作 了 状 壕 。 
子 姓 不 外 是 作为 代数 系 的 群 的 子 系 。 关 于 以 下 所 述 的 藉 的 生成 , 同 态 , 同 怕 ， 
直 积 等 ,也 都 闭合 也 作为 代数 系 一 般 先 伪 芍 群 。 

报 如 群 呈 在 子 裳 人 台 型 ， 那 末 在 对 中 哈 一 人 芷 在 合 开 的 最 小 子 
群 ,此 可 与 43 命题 2 同样 弯 明 。 和 宛 咱 做 直列 生成 的 子 群 ,用 [ 开 ] 
表示 。 
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假如 有 两 个 群 后 ,Gs 与 自 呈 到 Ga 和 的 跤 射 疡 Gi >Ga 如 果 
了 保存 名 的 基本 算法 , 郭 如 时 了 wy) 一 了 6) 站， 那 末 了 时 
做 自信 至 鲍 的 同 态 映射 。 当 自信 者 G 上 的 向 坊 上 映射 存在 时 ， 
Gs 昌黎 同 穴 于 全 |， 同 和 态 遇 射 是 对 音 射 的 时 做 同 构 映射 。 自 他 到 
Gs 的 同 构 肌 射 存在 时 ， 人 时 做 周 构 于 9 ， 如 为 CsGa， 园 均 
关系 显然 是 等 价 关系 (同和 裤 这 名词 在 $ 22, 例 18 也 用 过 ) 。 

假如 有 个 群 召 :…, 豆 x， 宣 们 的 群 的 雪 积 杂 = 瑟瑟 
一 万 @ 豆 (与 向 量 空 间 直 各 的 情况 一 尾 ) 定义 如 下 ; 

好 中 元 是 策 合 鼠 , 的 直 积 日} x … x Hs 中 元 ii， Dp) (i 
ED , 汇 申 丽 元 94 一人， 9 0030 一 (0 人 ) 之 间 的 基本 算 
一 (1 

孝 林 恕 显然 成 为 群 。 8 是 如 ;的 单位 元 时 ， 
6@== (81, "+, Ep) 

是 瑟 的 单位 元 。 渤 时 {81 i1y 2 ed 4) (iE 卫 0) 形状 
的 元 形成 与 五 ; 同 构 的 邓 的 子 群 。 候 如 把 它 浇 戌 恕 ， 它 的 二 仍旧 
用 六 表示 , 那 末 台中 任意 区 能 艾 瞧 一 塌 表 为 ma oztiE 卫 5 的 
形状 。 这 时 5j 地 550; 二 By。 反之 , 假 各 日 ， 这 一 工 pp 是 人 的 
子 群 , 当 4? 了 时 五 : 中 元 与 百 ; 中 元 可 换 ,，G 中 任意 元 能 够 唯一 地 
写成 saga…2xtoE 五 ) 的 形状 ， 那 未 名 契 为 《 同 构 于 ) 互 ; 的 让 积 。 
群 的 基本 算法 不 用 积 的 形状 而 写成 和 的 形状 时 ， 址 积 就 用 家 和 这 
和 词素 代 奉 , 五 :号 全 的 志波 也 就 用 HD… 导 sy 

我 们 蕊 泛 知 道 变 换 群 与 可 换 群 , 昌 然 群 的 例子 已 不 少 , 但 不 妨 
再 示 下 而 数 例 。 

例 2 当下 是 体 下 上 同 量 罕 则 旷 ; 玉 的 无 册 帮 性 变 措 ( 印 自 广 到 下 自 上 旷 
的 线性 驳 射 是 全 章 寻 的 ) 涩 体 的 集合 形成 拒 蜡 射 的 锐 合 作 算 法 的 群 ， 财 做 
F 贡 一 般 入 性 变换 群 ,用 LOY) 表示 (GL 是 General Linear 记 歇 )。 
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例 3 当 qim 严 = 时 ; 假如 取信 的 坐标 wg， 那 术 DCF) 中 元 能 够 用 体 
瓦 上 nn 条 正 加 短 陆 来 东 。 政 .wn 艇 正则 算 睛 本 体 的 全 合 形成 关于 算 了 乘 法 
的 群 。 它 用 GE 人 ni 五 ) 起 示 。 显 然 GCL(T) 宇 GLtny RE)， 

例 生 GL(T) 吓 由 作为 代数 又 的 的 自问 构 的 全 体形 成 的 群 。 不论 是 如 
向 的 代数 系 , 它 的 自 同 构 的 侈 从 也 形成 把 时 射 购 裙 合作 为 算法 的 税 。 它 时 做 
代数 系 的 自 崩 构 群 。 

例 5 概 定 下 是 ma 厅 Euelia 空间 ; 那 来 下 的 秸 交 变换 的 全 体形 成 红 () 
的 子 群 , 叶 做 下 的 直 交 变换 群 。“ 币 直 交 鲁 陆 的 全体 形成 与 它 局 构 的 群 , 它 
用 00% 吾 ) 走 东 。0 (ny; R) 是 GZ 工人 型) 的 子 群 。 特 征 直 淆 和 矩 障 的 圣 体 双开 
成 Or RR) 的 子 群 , 它 用 0+ (ny 至) 表示 。 

例 6 汝 凡是 作 天 上 毅 对 称 王 卫 上 时 ，GTtny 下 中 便 了 4 一 4 站 样 
(使 委 不 变 的 ) 的 花形 成 55m 五 ) 的 子 悦 。 政 = 起 ) 4 一 时, 这 子 群 不 名 

0 0 


是 DCny 下 ) ,在 及 二 妨 , ?一 4，4 一 0 ; 了 0 rere 群 。 


0 0 1 

调 ? 与 岗 5 同样 能 够 定义 ” 阶 画 变换 群 与 下 示 它 的 # 散 西 短 隧 群 
Un, CO). 

例 8 体 正中 元 关于 画 法 成 为 可 挽 录 ， 下 一 和 0} = 下 * 关于 梁 法 成 为 可 的 
群 。 玉 出 体 的 公 表 ,3 3 月 盟 。 这 些 群 中 做 瑟 的 加 法 群 , 乘法 群 。 它 仍旧 
用 天， 站” 天 未 。 竺 唱 ， 豆 ， 总 "CC 分 出 厢 做 实数 的 加 法 群 , 汪 法 入 ,复数 
的 闸 法 知 ， 潍 法 群 。 这 时 怠 -: 亚 名 尽 . 正 实数 全 体 关 于 滋 法 也 成 为 可 换 群 ， 它 
用 R+ Ee 和 于 环 吕 * 是 BR* 六 闻 辞 。 加 法 群 下 与 乘 尘 群 鼠 + 河 构 。 假如 
下 一 PP 一 滥 示 天 下 一 下 + 输 册 月 总 到 吾 + 的 结构 爱 仙 ;2 二 logy 二 9) 
葵 出 它 的 道 遇 射 好 7 玫 民 ,六 对 于 zC BR* 或 2E Cz->|z|; 答 则 自己 :或 0* 
到 有 B+ 的 问 可 哎 独 。 | 

例 和 出 西 个 入 数 1， 一 1 构成 的 集合 任 ，- 匡 ， 关 了 乘法 成 殉 , 是 下: 的 
子 群 , 它 与 二 阶 对 称 玫 人 (fl 2)) 同 构 - 本 32-* 下 葵 击 自 且 到 全， 一 刁 
的 周 坊 帅 射 。 变 Rt 能 秀明 下" 瑟 开 生 成 。 再 ， 契 对 值 是 工 的 复数 的 集合 ， 
作成 C* 的 子 群 。 用 也 滩 示 .UU 与 0+ (2 本 ) 同 构 。 Cs 3s-> -| 证 crU 答 出 
自 C* 型 品 的 同 态 映射 。C* 能 够 用 苹 与 总 * 生成 。 

例 10 有 理 整数 … 一 3 一 2 一 了 0, 了 2, 3, 下 关于 加 于 成 群 。 它 虑 
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芯 玉 示 。 ZB 是 加 法 群 R 的 子 群 。 假 省 EZ 4 和 0 对 于 2 这 E 3 一 了 是 
入 的 信教 时 守成 二 2'Qn09 Rm) 是 做 z 2 对 于 mod m 相合 ， 这 相合 关系 
显然 是 等 价 闫 系 。 因 此 2 二 2 Cmod ia) 时 ;2 财 估 关于 m99 mr 属 丁 相间 的 
测 祭 羔 , 写成 (2) ;== (wD %， 生 吕 固 定时 ， 也 可 省 畦 ( 台 Dm* 的 加 及 相合 式 的 
Cmod 中) 。 引 绑 了 = 了 中 三 久 二 十 4 三 和 十 扩 所 以 把 i 十 妨 命 镍 为 地] 与 
人 的 和 是 可 以 附 。 对 于 这 种 “加 法 ” 关子 modmm 的 剩余 类 (内; (D， 
(2 《一 有 形成 可 换 玲 。 这 合用 2 玫 示 。ZZn 与 生 ( 人 13 m7) 中 
阁 特 环 证 拒 民 3 名 ?生成 的 子 群 同 构 。 与 各 ,, 同 榴 的 群 , 由 做 mw 阶 循环 
群 。 与 名 问 构 询 群 ; 也 咱 做 匹 限界 逢 环 群 。 用 有 限 个 元 上 生 战 的 可 换 群 ， 是 车 
干 个 元 限 阶 或 有 限 阶 的 循环 赂 的 直 积 (可 换 群 的 基本 定 瑾 ) 合 。 

上 上 年 答 店 群 的 很 多 基体 例子 。 由 丰 限于 合 形成 的 群 吓 司 有 限 
群 。 象 它们 之 币 的 : 昼 等 群 ， 例 8 的 芷 ,一 了 ， 例 功 的 孔 , 或 
到 2 及 其 的 子 群 等 ,不 是 有 限 的 (2 R, R*, C, 0*， 
cn, 下) 等 ) 听 俊 无 限 群 。 右 虐 群 中 元 的 个 数 叫 傣 群 的 阶 。 在 亦 
论 GZ 总 ) 和 宅 的 子 嫩 时 ， 引 大 宕 的 拓扑 而 作为 所 疆 拓 扑 群 来 
讨论 ， 常 壕 方 蚀 。 但 在 议 里 已 没有 机 会 深入 到 这 雯 面 了 (请 参阅 
本 从 书 中 的 “本 群 论 ”)。 

记 例 10 的 思想 一 般 化 , 还 得 济 下 述 的 定理 ， 它 员 简单 , 但 擒 
重要 。 

定理 1 很 定 是 群 , 瑟 是 它 的 子 群 ， 闭 米 对 于 &, yE G ,下 
面 的 六 个 条 件 吓 经 价 的 : ， 


(Ci) wy EH, (i yr 1€, 
(tii) Fey, (ii Hy Sw, 
(ii He-- fy, (iy) HeN Hy 


吓 明 人 全 全 。 假 定 2 GE 五, 油 林 go 一 (2 人 GE 五。 
反之 是 同样 的 ， 


加 者 闭 上 上 亲本 背 * 例 风华 坚 座 ”IT. 体 徐 ,I. 有 限 体 。 李 英 齐 ,上 海 科 学 获 术 
届 瞩 着 一 一 这 者 泪 
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站 全 人。 慨 定 2E 瑟 , 那 末 豆 93 (ay 8 一， 反之 , 假 
定 五 Y35， 还 未 zy EE (HDY -J 坟 . 

(9D 全 (i 能够 与 上 同样 证 明 。 

于 是 (4 ，G) 等 价 。 

(is (ii 。 假定 人) 成 立 ， 因 为 6 成 芷 ， 所 以 兹 够 污 成 
hw) 于是; 如 村 天 E 瑟 , 那 末 By hvE sg。 所 以 
YC 上 Hz。 久 因 为 让 由 成 并， 同样 ,xCHy。 因 此 /gr -Hy 

ii 一 (ia ， 量 然 。 

(i 坊 。 恨 定 zE€ Hen Hy， 屠 未， 2 二 Jn%- hay (ha, ha 
EH), i yh ha EH. 

由 以 上 (省 )，(i 半 也 与 (等 价 。 ‘证 些 ) 

G 的 子 集合 Hz 时 做 2 关于 mo9 吾 的 右 剩 你 装 ， 当 定理 1 
的 六 个 条 件 中 任 一 个 (因此 所 有 ) 成 立时 ， 写成 4 三 ytr-mod 开 ) 。 
这 关系 显然 是 等 价 尖 系 。 信 二 日 的 于 和 集合 {ts} ， 假 定 a 和 天 ww 时 好 
不 得 有 szu fr-mod 五 )， 基 上 且 对 于 时 中 任意 论 有 适当 的 & 
存在 使 gs= outr-mod 五 ) ， 著 未 邓 成 为 鼠 和 作为 集合 的 让 和 

GD Hz,, (22.1) 


心 时 做 侣 关于 mod 的 剩余 系 的 寻 解 。 与 这 完 至 间 样 ,能 够 定 
六 好 关于 mod 乒 的 左 剩 余 系 的 分 解 
G 一 六 9e 歼 . (22.1") 
例 革 坡 定 = 多 ( 人 ,2, 3 豆 一 区 民有 那 末 
企 = 五 + 囊 民 人 十 开 (3 多 ， 
这 时 下--{d 3 D309} HQ DW={2 DD, (2); 
G=H+ SH WD, 
这 里 (I 3)7={I 3), {1233}, ‘2 DH=12 HW (1 3 2}. 
特别 , 如 其 界 为 g 的 有 限 群 时 ， 假 定 玫 的 阶 是 有 ,fwo} 中 元 
的 个 数 是 #， 由 如 2.JT) 得 


$22 群 1a9 
g. hb, 
假定 {ys} 中 元 的 个 数 是 妇 , 由 (22.1) 得 
中 
所 以 天 = 姑 二 9R， 这 去 吗 做 吉美 于 他 的 指数 , 下 为 〈G: 五 ) (因而 
单位 和 娩 若 用 工 玻 示 , 则 和 群 购 阶 是 (好 :1 1。 由 上 式 得 
定理 2 (Lagrange} 有 限 群 他 的 子 知 的 阶 是 G 的 阶 的 鹊 数 。 
用 这 定理 下 导出 干 面 的 硅 实 。 
假定 是 有 限 合 台中 元 , 全 中 用 3 生成 的 子 群 上 并 显然 是 具有 
{ew 形状 的 循环 群 ,这 时 27 一 e。 于 的 阶 光 也 是 做 
下 的 阶 。 由 定 珠 3, 的 阶 避 是 全 的 阶 9 的 斩 数 ,于 是 名 一 0 人 
一 6。 央 上 区 得 王 面 的 定理 2 的 系 。 
定理 2 的 系 假定 4 是 有 限 妊 各 中 任意 元 , 9 是 他 的 阶 , 焉 未 
we 56( 章 侈 元 ) 。 \ 桑 华 ) 
如 是 @ 的 于 群 时 ,1% 基于 1404 开 的 左 剩 余 类 wwH 与 右 剩 余 类 
如 # 不 一 定 一 玲 。 假如 对 于 任意 EG 总 是 
wii Hr, Bm sHz 1=.H 
时 , 那 末 , 吾 昌 做 G 的 正规 子 群 。 假 如 吾 是 如 的 正规 子 群 , 闭 未 
对 于 任意 7 YEG， 
He Hy :— Hw Hy =H. Hoy l= Hy , 
于 是 ,对 于 JEG, 人 已 与 x 美 于 x09 瑟 的 删 余 类 ( 当 是 正 上 夫子 娠 
时 ,没有 必要 区 别 剩 金 类 的 磊 右 ) Hz 对 应 ,就 得 到 同 态 于 全 的 群 ， 
这 群 叶 做 全 对 于 正规 子 群 五 的 商 群 ,用 他/ 如 尖 示 。 双 对 于 swE 刀 ， 
使 与 wsE CG 妇 对 应 的 遇 射 ， 对 位 月 对 到 全: 互 的 自 铸 路 射 。 这 
事实 的 诈 , 就 是 下 面 的 重要 尝 理 。 
定理 3 假定 如 是 同 态 于 外 的 群 ,了 是 自 怠 基 嫩 上 的 同 术 号 
射 。 这 时 全 的 第 伍 让 如 来 荐 @', 潮 示 五 = 他 io 是 好 的 让 
规 子 群 , 全 衬 人 J( 同 楚 定理 )。 
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证明 (i) 首先 示 五 成 为 的 子 群 。 假定 2 9E 五 ， 那 术 
fw) 一 了 一 因为 了 大 同 态 上 映射, 所 以 fy 二 = 了 (wx) 
~ee 1 一 g'. 于 是 zy EH., 

6 五 成 为 他 的 正规 子 群 。 候 定 sE 克 ,是 人 中 任意 元 , 那 
末了 rs) =F DFE) (CFD) =) re (fF =f) (CF) 
二 ee， 所 及 zmz1C 开 ， 即 2Hz+ 己 并 由 让 即 得 五 性 s+Hz， 息 
世 用 2: 做 赫 2 于 末 zxHz 21 寺 , 所 以 sz 五 一 五. 

Gi 旬 兰 妈 / 瑟 ， 假 定 自 他 到 Gy/ 吾 的 入 然 映 射 是 

6 一 _ 9.2 是 多 中 任意 元 , 因为 了 是 自 扣 到 对 上 的 周章 史 
?AAA 射 , 所 忆 在 引 中 有 适当 的 元 z 存在 鸽 了 (oz) =w' ,这样 的 
2” 一 般 不 是 唯一 确定 的 ,但 是 ,和 如果 了 (2) 二 f(a1) =- , 显 
然 了 (wrrD =6 ,于 基 ge71€E .所 以 pp) ==g 8) 由 wr 险 一 确定 。 
把 这 g (8) 对 应 于 2 的 映射 访 为 由 , 闭 末 溃 显 然 燥 出 自作 到 如 


的 国 构 上 映射 。 (证 毕 ) 
定理 8 中 的 豆 . 对 做 辐 访 映射 了 的 核 (kernel) ， 写 成 人 er 了 
《 驮 照 44 页 )。 


例 地 对 于 可 换 群 ， 所 有 的 平 群 是 正规 子 群 。 芯 如 G= 如 果 厂 起 允 
中 用 各 E 台 (各 六 站 生成 的 于 群 ( 它 用 入 ZZ 去 应 ) , 那 洲 G/ 及 =Z/mZ 一 Z, {大 
照例 10) 。 

例 .13 在 如 = 儿 ( 科 ,2,3)) 中 ,万 ={(1)， (2)} 不 是 正规 子 秤 (大 名 霓 
ID。 OD; 江 2 (1 3 2)} 是 正规 子 群 ;而 Gy/ 成 为 阶 为 2 的 循环 群 。 

例 考 指数 是 2 的 了 和 群 总 荐 正规 于 秆 。 特 别 , 交 代 群 是 对 称 拜 的 正规 子 
群 。 

[ 解 ] 要 定 王 是 的 折 牧 是 2 的 子 群 ,如果 z 是 G 中 大 属于 五 的 任 音 
元 ;因为 Hz 是 关 于 mod 开 蜡 于 互 的 右 剩 余 江 ,所 以 人 一 五 二 瑟 z 于 是 性 为 
集会 玉 r= 届 一 五 . 根据 完全 同样 的 理由 ， FE 也 是 一 了 所 及 TIxz 一 * 玉 ,有 
假如 ee 豆 , 因 为 开 是 子 和 区, 所 以 x Hz-1= 吾 .于 是 卫 倾 成 他 的 正规 子 群 。 

如 前 所 述 ， 群 所 关 过 的 各 种 事实 出 卉 于 数学 中 各 部 门 ， 它 们 
“表现 为 何 种 展 状 完全 被 据 计算 的 恒利 来 处 理 。 在 景 广 音 必 下 , 自 


3 Booe 代数 I 
知 好 到 鳍 的 (草鱼 中 的 ) 同 六 映 射 , 呵 做 中 在 中 的 表现 , 但 是 希 
记名 是 G "只 性 的 ” 兰 H. GF 的 群 算法 是 属于 “便于 计算 ”形式 
的 。 通 常 单 说 G 群 的 夫 现 时 ,是 假定 取 GI(n, 0) (rn- 1,，2,…) 作 
为 全 GL(n, C) 是 复数 休 O 上 n 杂 向 量 空间 六 的 白 同 构 群 , 宅 合 
的 元 用 名 般 正 则 和 矩 阵 天 示 。 因为 群 算法 用 短 纯 算法 表示 , 所 以 在 
它 的 现 窒 中 当然 能 够 红 用 第 1 章 的 就 圭 果 。 又 在 与 八 的 联 科 中 ， 
上 而 的 同 态 定 理 (定理 3) 很 重要 。 关 于 有 限 群 的 到 现 险 将 在 第 3 
章 祥 议 。 
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与 $9 同样 ,对 于 一 个 集合 了 的 子 集 4, B, O,…, 假如 4 B 
的 和 和 集 用 4UB 表示 , 4, B 的 交集 用 4 阁 B 表示 , 潮 末 下面 各 个 
法 如 显然 成 均 : 

(i) 办 等 律 4UA4=4, 4Nn 4=4., 

(站 》 可 换 律 4U B=BU4, 4A 站 B= BNA4, 

fa) 结合 律 CUBUG -4U (BUO)， 

(ANB NO=ANBNO). 
(iy) 吸收 律 AU (4 有 =4, 4AN(4U 有 B= 4， 
(Y) 分配 律 (4UB)NMO- (4NO)U (BN0)， 
(ANB UC- (AUO NBUO). 


二 


40BInCnmtdneutBne 
图 如 .I 
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基于 了 多， 特别 有 

yD 了 日 十 一 工 | HUA=A; TN A=4, $N A= 
又 假如 二 的 :对 于 社 集合 工 一 4 写成 本 , 那 末 

(yi 4U4 = 了 ANA = 

fyiiiy De Morgan 法 则 (4 本 ?一 让 站 及 (4 NN BY)? 
=A°UB., 

(ix) 对 合 律 ”42 一 4. 

“Boole 代数 "就 是 这 种 “从 合 族 的 梅 念 的 一 般 化 , 它 是 作为 下 
面 这 样 的 代数 和 潍 短 定妆 的 。 

Boole 代数 凡是 元 rz， Vi zy 的 集合, 在 地 中 任 痘 两 元 9 
之 固定 尺 两 种 算法 xUy, zx 门 y, 这 算法 服从 (i) 篆 等 律 ，0i) 可 拘 
律 , i 精 合 律 , (iW 骂 收 律 ; (VV 分配 律 雍 法 有 昌 。 冯 荆 有 两 个 特定 
的 元 1, 0, 使 得 

vi) 工 局 和 一 上 OU 一 好 INs=r, ONs=0 
各 让。 对 于 工 的 人 尾音 元 2 存在 满足 

(viiy wUw =1, wr w=0 
移 亿 上， ZU 对 做” 3 的 逢 ，2n7 叫做 2 9 的 实 。]1， 0 分别 
由 做 五 的 单 性 元 , 堆 元 ， sw’* 时 做 z 的 补 元 。 

也 下 ,本 节 中 三 表示 Boole 代数 。 

俞 题 1 2 的 奸 元 唯一 确定 ， 即 如 果 zwUyw=1, zs 站 y=0, wUz 
二 1 ,你 门 z=:0, 著 赤 4- 


三 明 3--1ny 《四 7) 
一 CUD Ny= NU EN 《由 全 
-0 GND =2Ny=yh se, {BB wi, ji) 


元 合同 杠 ， 2 wx， 所 凡 y=z 
命题 2 在 £5，(7Yi) De Morgan 半 冯 (UD = wy'， 
六 = za 及 (ix) 对 合 律 (ww)” -4 成立 。 
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是 明 命 到 几 史 一 z, 假如 能 名 证 明 3UYUz 一 站 人 2UU 殷 门 2=0， 
于 来 由 命题 1， z= wD“, 和 但 这 时, xUyUs7- sbLyU (wf 人 yn) 
= UyUIND = esU(yUr) = (Ur ) Uy =: 1Uy = 1, 
iUD Ns eo UPN ew Ng = Cw UU NWN Ns UD NN 
OU whNe NN U0 = 二 用 2 NrNy) = (af) 
NWNy 一 00--0， 同 样 公 人 办 5 gmU 也 成 下。 

(ix) 由 命题 土 自明 。 

命题 3 在 ,wzxUy 人 yz 门 y, 

这 时 , 假 加 写 咸 ?三 3 (或 y 所 人 0 , 嘱 术 

(a) sr, 

Ch) wy YPNW= Y, 

(0) Sy Ys 
盛开 ， 艾 Uy 站 yy 的 特征 如 下 : 

(0) zs UY jUYEy, 

(08) a8 HY RY, 

Rd zwN yr, wf yy, 

(e) gt, oY EELNYy, 

古 明 恨 定 +=zUy; 用 豚 收 律 , en wD 六 站 yy。 反之 
同样 度 立 ，a) ~ (89) 由 下 面 硬 式 是 显明 的 。 

(a) zwUzr (i), 

(b) zw—=xzUy=yUr=y (由 放 ), 

Ke) ws -wy-=wU (UD = (wUz=s Uz (由 ii), 

(dD) wsUy—= Un Uy zsUwlUyD=eUy Uo) = wsUN Us 
《由 于 证 iD ，wUy>Yy 沁 是 同样 ， 

(8) sg—2Ug. 人 WU 人 US 一 2U (UD (iii). 

(d wfNly 人 站 向 Ny wsh (wh (由 i, 证 ) ,whN yy 二 同 
样 《时 j 这，iii) ， 
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(0") z=2/s=2N yD = ND Nz (hid), 

对 “关于 到 中 任意 元 x lz, % 庆 0. 

注 攻 1 命题 3 只 用 Boole 代数 公理 中 二 iiy iiiy ir 就 能 证 明 。 只 采用 
Boole 代数 公理 中 iiiy jiij, iv 定 习 的 代数 系 ; 一 般 呼 做 格 ， 采用 i 这, 让 ， 
iyy 所 和 坑 到 的 代数 系 : 吓 人 短 分 配 格 。 

在 其 集合 8 中 两 元 z; y 之 天, 假定 有 用 三 下 示 约 关系 存在 并且 对 于 它 ， 
命题 3 中 的 (9 ，(h) ，(e) 到 成 立时 ， 那 末 有 呈 叫做 由 衬 狂 儿 顺 序 的 有 序 集 。 
在 有 库 集 8 中 ,假如 两 元 zy 之 间 zy 或 Y 守 ?必定 有 一 威 开 时 ,素来 全 寻 
做 全 序 拧 。 这 些 构 合同 广 独 关 条 各 下 ( 左 奖 右 广 ) 

/ 奉 序 集 
有 序 集 一 一 烙 
分 配 榜 一 一 Bonle 代 炒 

美 于 有 序 集 与 格 的 各 自 的 环 闸 , 在 这 里 都 设 有 机 会 误 入 。 

浅 世 2 算法 Us mn 由 敌 衬 算 法 ， 依 浪 这 些 算法 类 会 的 家 ({UD 人 0 有 
U (en 功 这 样 内, 省 做 “ 亚 数 "79 的 糙 名 项 式 。 在 档 多 项 式 中 把 记号 U ,从 
互 换 屎 能 够 得 到 “个 格 儿 巧 式 在 上 例 居 CU wu 和 是 
伍 对 偶 (dnaD) 于 原来 格 多 项 式 的 阁 党 项 藉 ， 如 此 的 变形 是 做 对 偶 变 形 。 格 各 
分 配售 的 公理 前 雁 够 内 档 多 项 式 疫 等 式 来 表示 , 对 于 这 样 等 式 的 两 过 上 施行 对 
俩 变形 ， 也 中 做 对 于 这 等 式 施 行 对 个 变形 所 得 到 的 等 式 是 对 个 于 愿 求 的 等 
式 , 格 和 分 铠 格 约 会 理 候 好 仿 一 个 给 起 ， 也 就 必定 售 对 偶 于 它 的 等 式 。 根 据 
这 吉普 ， 就 说 这 公理 是 自己 对 偶 的 。， 了 于 是 候 如 月 属 和 分 配 格 的 公理 导 肌 某 个 
等 式 , 那 去 对 但 于 它 的 等 式 世 必 定 能 够 导出 。 访 事 葡 叫做 对 偶 原 理 。 在 Booie 
代数 的 公 惠 中 挫 如 把， 作 互 换 y 国 寺 及 把 430; xy 了 五 换 ， 则 存 . 述 交 
下 成 为 “自己 甘 俩 ?并且 双 体 原 理 成 站。 极 撕 这 原理 在 宕 理 的 证明 中 ， 甘于 
对 个 的 只 竖 起 入 一 洲 已 是 。 

例 圭 册 1= 生 ,车 的 村 亿 形 威 的 Boole 代数 ,上 有 了 44-={1Y, 了 = 他) 
站 四 个 天 y 忆 的 精 ; 灾 ;六 元 竟 表 如 后 。 


U| 481 nlsApBr XI|g457 
$$|$ 451 S| spy Xe|IBAY 
A|44II 了 | 首相 2 的 志 
号 | 吾 了 工 召 了 BI 

i |r rrr 了 | 入 号 工 

工 U 的 去 下 NY 的 表 
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一 般 , 委 了 = 入; 2;…; 9) 的 子 集合 形成 的 Boole 代数 了 只 有 多 个 元 ， 
它 的 Un 的 玫 窜 易 作出 。 具 有 有 限 个 元 的 Boole 代数 与 一 个 了 3。 辣 移 。 

例 & 假定 工 = 1 昌 ,及 … 十 命题 的 集合 , 当 程 了 U8 为 也 址 多 ， 
PNQ 为 “了 并 有 他， 二 为 “以 ?为 “的 ?了 DP? 为 “EP?”， 如 果 通 常 的 论 理 
学 (Aristoteles 的 欧 理 学 成立, 那 末 "命题 算 ” 能 链 用 Boole 代数 过 示 。 壁 如 
PU Pc=7 音 昧 着 “ 卫 或 非 了 中 一 个 足 其 "P20{ 舍 P=PUQ 人 六 9=PN 咏 
解释 为 “假如 了 那 末 @ (在 命题 算 中 对 于 它 , 象 更 在 本 文中 使 用 的 那样 ,可 
以 用 三 全 吕 的 天 法 ) 。 于 是 ， 了 > 对 人 >> 天 了 > 王 总 味 注 三 段 答 法 (P 防 9， 
代号 五) 全 人命 瑟 ) 。 

Boale 代数 是 出 George Boole 在 2 划 世相 由 时 作为 “ 稿 理 代数 ” 
而 引 叉 的 Tho Matlhematical 上 Analysis of Lopic, 1847; An Inves- 
tigation into the Iaws of Thougnt, 1854) ,但 静 在 它 的 理 玲 已 能 
侣 用 到 松 座 论 和 分析 等 讲 方 面 (调度 询 等 ), 在 应 用 上 计算 和 机 的 理 
著 等 中 记 补 引用。 这 些 在 这 里 都 不 能 深入 了 ,下 面 只 举 箭 单 诬 用 的 
一 例 。 

例 3 就 收 旷 泡 区 电 广播 得 4,B,0 的 表 沈 进行 导 查 , 得 到 这 伴 的 报告 : 
人 中搜 昕 二 粗 有 的 a 人 ,收听 如 钴 膨大 , 政 昕 6 租 前 ce 大 ,收听 4 号 两广 
前 @ 人 ， 了 驶 昕 吾 如 两 注 多 Ee 人 政 昕 如 | 如 两 古 的 了 了 人; 令 间 收听 4 BO 
三 万 的 有 几 人 人。 

[ 解 ] 彼 定 物 昕 4 PC 各 个 粗 入 的 集合 仍旧 用 4 五 0 表示， 一 般 
有限 集合 性 中 元 的 个 数 用 | 并 | 小 示 。 关 于 个 数 , 显 然 


图 中.2 


WN=WiU Ny MN Nog | HM | = [NM + | Bsl 
成 并 。 与 $2 闻 实 ; 型 一 亚 ] Ua 由 一 CH 是 和 上行 Ws 的 直 和 ) 时 ， 
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写成 并 = 型 + 十 型 。， 那 赤 
[M+ M2| = | M+ | Mal. 
=WIU We 但 于 一 对于 水 成 立时 ， 命 2 站 一 和， 和 一， 
, 显然 
3 一 了 LOL， 一 十 Tinaro)， 
aa 一 下) 
于 是 
[Uy Ma = | | Ms | + MN Mal 
河 3.3 =|Hi|+ [| — TN Hl|. 
由 这 公式 得 
[auUBU0|=|AuUB8I+|IC| -|UUB NG 
=|A|+|B|-|1ANBI+t+ICI 1AnNn YBNo| 
=|41+|B|+|0l -14nB| 
-tneis Iancl-Lansncl) 
=|AI+|BI+t|IC|~IA4NB1 一 | 五 四 它 | 
CNAI+IANBNU|. 
所 以 候 姑 14nBNC|mys 更 未 
n=a-rFbtemad-s—ft+g, 


由 二 工序 能 求 得 了， 
$ 吧 有 限 体 


本 节 的 日 标 是 后 面 的 定理 4(162 页 ) ,在 汤 的 证 明 中 必须 引用 
初等 整数 诅 及 代数 学 中 如 下 的 一 些 事 并 (i) ~ {ix)。 
(i》 初 等 整 数论 的 基本 定理 ”性 音 自然 数 % 能 孵 质 因数 他 解 
为 由 =20 【PD 蚌 质数,& 庆 0) ,Ww 是 又 一 自然 数 , 假 如 北 够 质 因 
数 分 解 海 一 JE 屠 末 计时 而 有 限于 这 有 时， 
2 是 w 的 箔 数 (n 是 ww 的 司 数 ,mm 是 有 3 的 轴 数 ， 用 nn 来 表示 )。 
又 对 十 上 面 约 %%%, 洗 的 最 大 公 葛 数 om) 用 Jj: 抽 
minieey) 才 06 中 小 的 一 数 ) 葵 出 。 rn, w 的 最 小 到 
半数 用 02 人 max(e 人 ) 表 e 人 中 大 的 一 数 ) 茶 出 。 
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(假如 mw 人) = 一 1， 这 时 5 ww 咱 做 互 质 ， 那 末 存 在 适合 
nw 二 nw 一 1 的 ww ww' 忆 EZ 又 鞭 道 亦 熙 。 

ii) 假定 下 是 体 , 天. 上 变数 于 的 多 项 式 , 即 

fF(EY=ao to i ta Nd, ucEK, t=1, "uk 24.1) 
形状 的 式 双 体 的 全 合成 为 下 上 代数 全 7 四, 珀 做 天 上 款项 式 环 ,用 
五 [四 表示 。 于 (24 .了 , 假 加 ax 天 0, 那 末了 (XY) 是 做 训话 多 项 式 或 
y( 王 ) 的 次 数 是 Xz 非 0 的 “常数 ”a6 的 问 数 是 0 ， 多项式 0 的 次 
数 不 定义 。 恨 如 上 浆 多 项 式 的 焦 合 用 长 :[ 王 1 表示 ， 那 未 长 [六 ] 
一 0} 二 CO[ 玉 J] 十 了 K'[ 玉 1 十 …《 作 为 集合 的 盟 和 ) ，{0} 十 了?[ 下 1 
十 … 十 下 ?[ 和 用 契 y[ 是 1 表示 基站] 中 元; 导 做 次 数 到 以 下 的 包 
项 式 ， 次 数 上 以 下 的 多 项 式 能 够 写成 (4. 巧 形 状 。 玫 5] 形 碟 玫 
于 大 纵 南 电 空 曲 ， 开 [环形 盛 五 于 元 限 杂 向 最 空 间 。 

fiy) 当 f(T) yf 时 ， 对 于 EK, 已 如 了 (0) -0 部 
f( 玉 ) =0 在 玉 中 有 根 a， 指 就 有 适合 了 (了 ) 一 (XX 一 a)g\ 耻 ) 的 
9g EKiiLI。， 要 如 oy … 0% 是) =0 的 + 个 不 同 的 粮 ， 
那 就 有 适合 (了 ) 一 (下 一 6 【一 的 有 人) 这 科 的 有 了 ) 
百 z ES 存在 ,于 是 公允 方程 "三 全 ) 一 上 0 的 神 的 个 数 不 大 于 到 

(Y) 关于 芭 [ 革 ] 中 元 ， 与 上 两 关于 自然 数 的 (让) 同样 的 事 
实 盛 站: 下 [ 玉 ] 中 元 衣 够 歇 一 地 求 为 在 KK 中 “多 轴 多 项 式 ” 的 积 : 
了 了) 一 (有力 ne。 区 卫 个 多项式 方 (有 )， 六 (2 假如 
百 质 , 即 假如 守 侦 的 最 天 公约 数 (PR 疡 ( 力 是 T 那 就 有 适合 
六 (下 ) 太 (人 十 六 (二 )ga( 定 ) 一 工 这 样 的 下 上 多项式 9g),gxA 蔗 ). 

(in 假如 三 是 舍 体 天 的 体 , 邹 天 的 扩张 停 , 那 末 工 成 为 下 
荆 向 重 空 闻 。 等 距 ,了 是 乓 上 有 限 稚 向 量 空 天 时 , 它 的 杂 数 时 做 碟 
在 五 的 维 数 ,用 (5 天 ?表示 。 

《rii 亲王 下 [二 ] 中 元 天 下 )， 俐 如 作 天 的 适当 扩 弓 体 忆 ， 
那 未 了 0) 在 工 能 名 人 牙 解 为 一 -次 因数 , 序 在 工 ， 
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fOR) eNO um), {24.2) 
于 是 fF( 斑 )=0 的 所 有 根 qiy…… ,ww 都 在 工 中 。 这 时 工 卫 做 了 (XX) 的 
分 解体 ,分 解体 中 ,关于 长 的 维 数 最 小 的 :是 做 最 相 分 解体 。 六 0) 
的 最 小 分 解体 的 奴 数 不 大 于 了 (人 ) 的 葡 数 。 竺 别 .站 是 认 约 时， 
礁 数 与 次 数 一 致 .着 且 ，, 7 二 ) 的 最 小 分 解体 了 涤 辐 构 外 是 瞧 一 确定 
鸭 ( 即 假如 五 三 都 是 了 ( 习 ) 的 最 小 分 解体 ， 那 未 工作 为 信 吓 
间 构 的 ) 。 

Gviii) 对 于 aaEE] 中 元 F(Z) 一 启 aX， 如] 中 元 
f(T) = Biax 叫做 7) 的 导 一 数 。 占 射 产 袜 ) 一 产 ( 空 ) 是 
自 下 工 向 量 空间 x[LX] 到 六 4-iLX] 的 线性 本 射 。 即 对 于 @ 
EK, f, ye Kr[X1, 

(af +bg)'—af’ tbo, 
双关 和 于 积 的 导 画 数 , 下 面 的 到 式 成 立 : 
9 一 了 979， 

{ix) 在 (34 及 由，m 凤 做 天生 ) 的 概 的 重复 度 。v4 一 人 时， 
中 做 (XX) 的 单 横 。f (入) 只 有 单 祖 的 必 恬 充分 条 件 是 了 (了 ) 与 
广 \ 焉 ) 互 质 。 

上 面 除 (Y 认 和 外 想 部 是 熟知 的 ((ix) 用 (viii) 容 易 和 证明) 。 (Vi) 
在 $14 也 全 引用 过 。 关于 它 的 证 有 明 在 后 面 例 和 的 解 忠 将 有 了 略 示 ， 
其 幸 可 在 同 处 引用 的 正 田 ,访客 的 书籍 中 酒 到 。 

以 上 是 预备 知识 的 复习 , 在 进 人 木 葵 的 途中 ,为 了 不 走 杰 栈 ， 
首先 证 明 下 面 尖 于 吓 换 群 的 三 个 引 理 。 

引 理 1 假定 G 是 可 换 群 ，r,， YE ,wy 的 阶 分 判 是 4 nn， 
如 果 (na 中 一 二 那 未 # 一 50 的 阶 是 rm。 

证 明 2 一 人 人 人 一 0 一 人" 一 红 自 第 二 边 到 第 三 
边 用 的 可 换 性 ) ,所 以 2 的 mm 乘 方 元 论 如 何 是 6, 于 是 :的 阶 芭 
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30 的 区 数 。 反 之 , Y 一 8 全 2 上 可 旭 下 证 明 。 和 假定 芭 一 oo 那 
末 6 一 (的 了 ”一 加 一 名 1 隆 是 中 2 性 人 oa 9 = 所 必 由 必 i) 
有 适合 mh-Fmk==1 法 样 的 加 EZ 因此 1 一 mr 加 二 nf7 是 加 的 科 
数 : nT 出 什 人 | 因为 (my 1) 一 I 所 内 mm lL. 

引 理 2 与 前 引 理 同样 ,假定 全 是 可 措 群 ; $Y 所 他, %, 2 的 阶 
是 和 rr, 如 果 wWXmin|m 的 否定 ) , 那 末 信 中 夺 奏 二 澡 天 的 元 x. 

丁 明 《oz, ?2) 一 1 时， 由 引 理 1 是 明显 的 。 央 此 假定 (ox, 1) 
>1,。 和 作 m, 的 属 因 数 分 人 饰 

hE i 
和 如果 el 为 XR 
及 0 之 r+。 于 昨 命 
一 
那 束 (nanaj) = 二] 107 | 人， 
2 的 阶 是 ?1 各， 由 下 理 1#= 力 要 的 
阶 和 oa 号 

引 理 由 定 人 是 有 限 可 换 群 ,对 于 任意 自然 数 ”% 中 满足 
各 = 8 的 元 的 个 数 如 果 不 起 过 mw, 那 未 他 是 循环 群 。 

证 明 坑 忆 的 的 是 9, 证 明 G 中 上 其 有 阶 9 的 元 序 可 。 邻 命 和 
磊 介 中 和 桩 意 元 入 的 阶 是 or; 假如 mo 一 g 潜 就 好 了 。 各 于 1<g， 
因为 芭 一 让 my 各 ， 所 了 衣 能 能 自 并 .了 琅 一 个 
元 纺 , 假 定 妇 的 阶 是 加， 屠 来 mXm。 下 是 因为 ,如果 ni|mm1， 
2 一 ml， 那 末 3 一 (有 -8e， 于 是 他 中 (wp 二 个 元 or 
2 上 太 都 满足 om 一 e。 这 与 假 融 了 巴 后 。 所 以 由 引 青 3, 人 中 只 有 险 
比 mm 大 的 元 mm。、 假 如 和 的 阶 ra 一 9 那 就 好 了 了， 如 条 ms<2g; 与 
上 面 出 祥 进 行 能 钱 得 到 叭 比 ”es 天 的 元 za， 因 为 数列 wa 之 mg 之 
在 有 限 项 (最 和 多 也 不 过 9 项 ) 后 达到 ms 一 9 于 是 引 理 得 证。 

凡 上 都 基准 备 ,现在 进入 本 是 。 
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在 $22 例 10， 看 到 关于 自然 数 区 , 把 名 中 元 甘于 mod mm 的 
剩余 次 形成 的 群 定义 为 2,， 扣 , 成 为 (关于 加 法 ) 阶 m 的 循环 玫 。 
在 2 中 元 之 奖 再 如 下 定 习 乘法。 即 假 如 二 如 人 mod mm)， 
y 二 ytod 9) ;因为 页 二 2 (m00 0) ,所 以往 据 ( 人 的 en 
宫 定 这 台中 元 (zy Wm) 之 间 的 枉法。 这 时 名 显然 成 为 可 换 环 
3§ 站 ,但 一 般 不 一 定 成 为 体 , 症 体 玉 中 对 于 屏 于 0 的 苑 ,因为 它 有 
关于 乘法 航 通 元 ,所 以 4a,， PEK, ap=D->ya-0 或 5=0， 这 是 因为 
大 果 4b=0, 4 关闭 卡 D=e 0 一 zz Tc) =-14*'5=b5， 于 是 当 各 
一 ma ne 不 是 (0)5 但 (ie ns nm 
= (mma 一 (0m 所 以 名 ,不 得 为 体 ; 可 全 下 面 的 基本 命题 成 立 。 

命题 1 假如 也是 质数 ,于 末世 是 体 。 

杜 明 te) 大 40)5 郎 2% 关 0imodp) 时 证 明 苍 在 适合 (2)p (on 
二 (了 Dy， 即 wy 二 1 tmod 9) 的 Y 训 可 。 因为 2 半 0 (med p)， 所 以 
tw Pp) -1。 于 是 由 上 述 ( 让 适合 29 十 p25 于 的 加 2 区 在 在 。 这 
训 攻 味 着 zy 二 1 (niod 9D). (证 十 

象 饵 这 样 , 具 有 有 有限 个 元 的 体 , 叶 傣 有 限 体 。 

例 1 椒 定 p~3, 那 末 包 ,一 {0)，(}， 它 的 元 之 并 的 加 法 ， 梁 法 粮 出 
各 下 ; 

CO FO OD + DD D+ = 00), 

(007 (的 一 人 0 DD= 人 = DD 一代)， 

命题 2 任意 有 限 体 拓 是 对 于 和 某 质 数 关 的 名 (与 它 同 构 的 体 ) 
的 扩张 体 。 

证 明 假定 下 中 用 它 的 乘法 单位 元 1 生成 的 加 法 群 的 子 群 
是 下 po “= {0, 二 1 十 4，…}， 如果 Ko 的 阶 ( 即 二 在 匡 的 加 法 群 中 的 
阶 ) 是 mm, 那 未 


1 二 1 十 … 十 4=0， 


< 到 个 一 


二 84 碍 人 限 局 18] 


如果 不 是 质数 ， 3 一 Tg (81 "5a > 了) 球 末 在 £ 中 由 分 配 律 
显然 
入 二 十 了 全 二 六 二 于 一 0 


< 1 个 一 Tg 个 六 < 个 一 


本 是 由 在 命题 1 上面 的 注意 ,十 … 十 4=-0 或 I 十 … 十 1 二 0, 这 与 


< 24 个 一 > mg 个 一 
吗 是 工 的 阶 攀 假定 节庆 。 所 外 呈 不 得 不 是 质数 pp，。 这 娠 就 得 
EoZ,CEK. (站 毕 ) 


象 在 上 面 证 明和 电 活 到 的 一 樟 ， 对 于 任 冀 体 乓 (不 是 有 限 体 也 
可 ) 在 加 法 群 中 工 的 阶 是 质数 产 或 是 无 卫 。 当 写 的 阶 是 关 时 ，, 民 的 
特征 数 只 做 Pp, 是 无 限时 不 酌 特征 数 呈 做 0。 特 征 数 的 体 都 是 
名 (与 它 同 构 的 体 ) 的 扩 线 体 。 同样, 特征 数 0 的 体 挟 有 理 数 居 ( 与 
所 同和 构 的 悼 ) 的 扩张 体 。 因此 丈 叫 爸 特征 数 的 质 体 , 有 理 数 体 
呈报 圣 征 数 0 的 质 恒 。 

命题 3 特征 数 呈 的 有 限 体 正中 元 的 个 数 等 于 汪 的 某 梁 寡 如 。 

证 明 百 是 名 的 扩张 淋 , 礁 数 (K : 马 ) 一 n 当然 是 有 限 。 招 
天 看 成 如 上 向 景 空间 时 ， 它 的 基 庭 加 果 是 6&1，…', 6, 闭 未 下 的 
任 党 元 2 能 能 叭 一 的 表 为 

FE 

的 形状 。 因 为 各 个 能够 各 自 狗 站 地 取 名 中 必 个 元 ,所 以 zz 的 个 
煞 是 好 

命题 4 自 (K :有 如)= nn 的 有 限 性 民 只 除去 0 的 靠 合 下"*= 开 
一 {0} 关于 琵 法 所 成 的 群 是 阶 为 p" 一 1 的 循环 群 。 

证 明太 " 的 阶 显 然 是 ww" 一 I， 又 根据 在 上 面 引 用 的 (iv) , 关 
于 任意 白 然 数 m 满足 wr*=1 的 下 中 元 的 个 数 不 起 过 mm， 所 以 由 
引 理 8， EK" 成 为 牧 环 群 。 

党 ”长 中 所 有 元 者 满足 污 稳 ov。 

例 2 假定 z3EZ PH 是 任 音质 数 : 那 末 x 二 zimod p) (Termat 定理 ) 。 
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E 解 】 因为 体 Zp 中 元 的 个 数 是 p， 所 以 对 于 其 中 元 ()， 由 上 系 (2)? 
一 (四 成 立 。 于 是 (x?) 一 (2 且 妈 总 昧 短 加 天 cmod3) 。 

例 3 21 能够 用 (一 包 征 成。 

[ 解 ] 因为 如 的 阶 明 6， 所 以 其 元 的 阶 是 1, 2， 3 由 之 一 。 但 是 《到 
寺 (直人 一 多 和 (条 人 (一 区 8 一 (一 站 一 名) 二 夺 ) 。 所 以 一切 的 阶 是 有。 
四 此 27 能 赵 用 (一 了 生成 。 

定理 4 对 于 质数 7 与 任 党 自然 数 %, 存在 具有 六 个 元 的 有 限 
体 , 它 除 同 构 外 是 唯一 确定 的 。 

证 明 假定 名 中 次 多 项 式 下 "一 下 一 了 (四) 的 最 小 分 解体 
是 KK. 因为 了 CC 的 导 贾 数 PE) ~ 二 所 以 最 大 到 葛 数 (PCE)， 
产 ())- 工 因此 CC) 在 到 由 有 人 个 草根 。 命 加 =g, 假定 它们 
的 根 是 ua aa …， 0 来 证 明 玉 正好 只 由 这 个 元 形成 。 实际. 上 ， 
假如 了 (o) =0, 了 (8) -0 郎 一 a， Br 一 8, 逆 末 (K 的 特征 数 是 2， 
因而 KK 中 任意 元 的 9 售 志 0, 又 二 项 系数 (4) = (入 ) 对 于 1 < 
9 一 1 是 的 倍数 ) 

(+p) atB, (a8)"- ab， 


各 蝶 w 关 0， (2): 4, 


部 只 四 了 :0 的 根 已 能 成 为 体 。 因 为 开 是 “最 小 "从 解体 ,所 内 
天: {my os， 又 由 命题 于 的 陛 与 最 小 分 解体 的 唯一 性， 具有 
2" 个 元 的 有 限 体 只 有 这 个 天 《与 它 同 构 的 体 ) 。 (证 上 毕 ) 

上 面具 有 9- 于 个 元 的 有 限 体 乓 是 Galois 孕 天 的 ，Dickson 
因此 常常 写 感 8 (9) (07 是 Galois Field 的 略 ) 。 以 上 匡 示 了 
GE 人 瞧 一 存在 。 各 命题 8 所 孙 , GE'l9) 的 加 法 群 是 ma 个 名 的 
加 法 群 的 直 和 ,如 命题 4 所 示 , 沫 法 群 (948(9))* 是 阶 为 9 一 1 的 符 
环 群 。GF (9 与 代数 整数 论 世 深 有 联系 。 叉 考 虚 GL(n, GF (9)) 
肥 它 的 子 群 能 驶 得 到 有 限 群 的 很 能 趣 的 实例 。 在 应 用 上 能 铀 利用 
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瞪 设 证 类。 
基于 Ge g 的 若 本 事项 ， 理 苏 的 尽 还 于 .上 , 但 利用 实验 识 双 
法 等 时 ,实际 上 引起 了 作 FF (9 中 元 之 间 加 庄 , 卫 浅 表 的 必要 。 这 
; 非 是 把 7 人 7) = 在 乞 中 素 " 解 "。 以 下 示 共 一 例 。 


合生 水 作 有 下 全 0) 的 加 法 溢 法 去 。 

[ 解 ] 太一 如 F 全 和 是 2 一 划 ， 二 村 (为 了 以 下 简章 , 尖 于 inod3 的 科 余 
类 t(D)， (DD (如 用 9, 12 到 示 ) 的 二 次 扩 旺 。 /一 和 一 玉 一 入 (5 一] 应 
访 有 二 次 弃 辜 因 江 y (六) 在 能够 “这 加 CC = 8 的 棋 于 ZZ 得 出 (7X) 的 二 
次 既 移 因 臣 如 果 夺 几 个 , 因 汶 把 它 的 任 个 作为 zs) -由 能 够 得 到 同 构 的 天 
地 以 不 询 那 一 个 作为 gCtX) 都 可 局 ) 。 因为 和 一 1 二 (XI 一 DW 1 -位 
十 C3 十 们 CO 一 攻 3 十 I 对 于 mod3 是 上 谣 攻 (实际 上 全 二 1 一) 了-F 工 一 2 
型 + 工 = 2 即使 六 一 0, 工 3 四 性 一 个 到 + 工 也 不 是 和 ， 所 以 语 加 > 型 十 工 
的 很 于 Zs 就 能 能 得 和 下， 

于 是 Calois 篆 下 面 这 样 束 游 处。 人 说 和 如 复数 休 吕 能 蚁 “ 王 加 "ww 一 工 于 至 
得 出 ,但 是 ;如 开 代 数 的 漆 虞 ,于 及 湛 加 一 I 不 外 是 把 REX] 目 Iod (X24) 
闲 计 算 [ 把 Vv 一 工 和 全 “变数 "来 者 上 下，CY 二 下 32FI 吉 现时 假定 力 丰 。 辣 梓 , 不 
徐 何 体 ， 辟 如 现今 的 网 2 所 弛 于 它 “ 滞 加 ” 研 二 工 的 限 ， 就 是 把 ZE) 用 
mpd (3 十 也 来 计算 一 一 实际 上 , 象 它 那样 向 能 够 得 到 Zs 的 扩张 休 ) 此 可 与 
有 丈 是 体 癌 祥 葡 时。 Zas[R] 用 mod (33 十 了) 来 计算 时 ， 芋 的 类 靖 时 用 i 开 孙 

( 娟 这 样 所 得 到 的 so 的 扩 弓 体 中 元 有 时 叫做 Galois 的 虚数 } 。 因 此 3=. 一 1， 
强 科 的 下 中 元 能 够 写成 4 十 wt; 4 bE Bs 的 形状 。 于 是 下 * 的 阶 是 38， 能够 
找到 阶 8 的 范 妈 可。 窟 出 让 的 军 来 大 ,1, ji 六 1 祝 入 让 二 1 所 以 
1 的 阶 是 4， 不 在 法 申 至 * 中 的 元 ， 如 引 理 3 的 证明 中 所 东 ， 应 训 省 自 苹 4 
次 而 不 是 的 元 。 恨 如 自从 4 疾 不 成 为 1, 那 
未 它 的 阶 不 得 不 是 8， 例如 +i 就 是 这 样 的 。 
演 际 上 ， 

二 人 2 二 一 4 代 十 人 3 一 一 在 代 二 从 一 工 一 人 

+= 一 二 (1 十 六 5 一 一 工 一 让 (+=, 

(Tt (+i 1, 

实行 GF (3 的 计算 时 , 利 肌 厂 边 那样 的 国 
式 帆 汶 便 利 。 
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§25 表现 襟 则 与 不 变 子 室 间 ,可 和 灼 表 现 与 弃 移 表现 


因为 在 这 章 所 计 广 的 向 量 空 羡 交 假定 是 有 限 克 的 , 而 已 是 在 
复数 域 C 上 ,所 灸 售后 不 再 一 一 二 有 明 。 于 是 郊 亲 向 晤 空间 站 的 自 
辣 构 上 映射 至 体 所 形成 的 群 8) 就 与 GE C) 园 构 。 

如 在 第 2 章 8223 所 述 , 所 谓 寻 人 和 约 洗 现 指 的 是 自 避 到 
Ln, 人 的 辐 坊 映射 (特别 , 当 写 是 同 袍 映射 时 ,就 叶 宅 做 同 攀 垃 
现 或 忠实 表现 ) , 而 白 然 数 % 虹 做 这 个 表现 的 次 数 。 假 如 ddim 
一 入， 冰 为 LC) 衬 9 工 tw 人 ,所 以 日 的 表现 p 又 可 以 看 成 是 自 
和 仔 到 GO 的 回访 喘 壬 。 加 果 自 合 润 全 LY) 的 同 半 峡 射 p 莉 
定时 ;上 时 做 全 的 雪 更 p 的 表现 空间 (或 者 由 p 做 在 下 的 表现 )。 
于 是 , 表现 的 次 数 就 其 表现 空间 的 订 数 。 岩 现 空间 的 讲座 有 助 于 
把 和 群 表现 却 作 几何 芝 地 描 攀 。 

椒 定 pp 是 群 旭 在 T 的 发 旺 , 那 求 关于 az PE 有 Pp (8) PD) ntab DD) 
EGL(F), 村 且 

pla) (pWD =p (ub 。 

例 工 假 屋 公 是 任意 群 , F 是 任意 向 全 实 并 ， 那 术 对 于 G 的 所 有 元 使 与 
ertT 的 信 等 聊 射 ?对 应, 就 葵 册 人 的 一 个 去 现 。 巡 是 “月 明 的 二 现 "。 租 在 条 
论 吕 的 过 现 汐 体 时 ,不 可 忽 太 。 它 称 为 他 在 了 的 蛋 等 表现 。{ 如 上 虹 安 不 是 单 
位 群 , 便 等 起 现 诚 不 是 问 构 卖 现 。) 

俩 2 假设 下 其 任 剖 癌 量 窒 天， sr; 8ry (一 er 是 对 于 #4ET 合 ~wET 
对 应 的 肌 射 ) 构成 如 IF) 中 阶 是 2 的 子 群 。 再 慑 融和 他 具有 指数 是 2 的 子 王 
【下 而 是 如 的 正大 子 群 ) 豆 时 ,尖刀 = 豆 十 乒 g 那 未 对 于 号 的 元 使 er 对 应， 
对 于 五 的 元 使 -er 对 应 的 映射 就 输出 允 在 灰 的 表现， 它 册 做 站 在 站 
的 交代 卖 更、 


一 <- 1 aa 下 
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网 3 假如 人 CGI C0) ; 财 于 如 的 各 元 使 它 自 锯 对 谈 的 出 射 当 然 输 出 
个 的 问 拘 圳 更 。 它 由 涛 站 (中 的 直 然 表现 。 

当 pis ps 是 避 分 别 在 说, FF 的 表现 时 , 概 如 有 香 F 测 1 的 
同 构 独 射 了 , 兰 旧 对 于 年 中 任意 元 4， 

Fopital = psa) of ©, 

亲 末 ely ps 叫做 等 价 的 或 相似 的 表现 , 写成 po1 一 pa， 显然 ,等 价 当 
现 其 有 相同 的 次 数 , 这 关 深 ~ 注 足 应 vy, P39) 


1 一 一 有 
财 、 对称 、 推移 三 律 。 芝 时 表现 空间 /| | 
所 Va 得 时 做 等 价 的 或 同 构 的 ( 礁 黑 Wh 
174 页 )。 " 
PUGY By 


竺 斯, 如 果 dim=n, 在 取 YA 史 二 
基底 (a …, 6) ; 吐 末 六 的 坐标 采 中 o| Il» ls 
9 一 pea…0) 就 确定 了 ,由 9g, 了 能 “Fa 了 
够 同 构 映 射 于 C*"， 因 之 , 9 的 表现 p 与 9 在 0 的 表现 o>P(e) 
一 op (og 成 为 等 价 。 了 te) 是 % 凶 正 用 算 障 。a-> 了 (ta) 时 做 
G 的 % 报 炬 隙 闪现 。 也 时 它 为 p 关 于 广 的 坐标 系 9 的 短 阱 志 
现 。 候 如 把 所 的 坐标 自 p 交换 济 冰 ,“ 秘 标 变 换 的 短 障 "如果 是 
corop1= 人 了 时 ,就 得 到 下 阵 表 现 4->TP(a)T, 它 时 做 与 
a->P(a) 等 价 的 ,或 相似 的 短 阵 表现 。 

很 妈 答 定 了 G 在 Y 的 趴 现 p, 那 末 

PH) 一 (全 JE 二 
是 GT(P) 的 子 集合 ,对 和 于 p(GD 的 任意 元 p(o) ,使 
po) (WO CW 
数 样 的 六 的 子 空间 天, 叫做 p 的 不 变 子 宰 闻 。 假如 p 的 不 变 子 
袜 疗 至 休 的 集合 是 出 (p) , 显然 是 (p) 3 {0} , 了 了 ， 双 与 第 1 新 $4 


看 ”型 就 大 对 于 万 中 企 甫 庙 有 最 了 FI 及 已 让 在 籁 元 4 等 式 FAata) Fi 一 起 (taJarPi 
成 立 o 一 一 羡 考 注 
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中 命题 1, 2 完全 一 样 能 铝 得 乔 上 上面 的 命题 。 
命题 1 Rp) SW EW(p). 
命题 2 假如 型 是 入 的 任意 子 集合 , 那 未 强 p) 中 在 在 唯一 
合 型 的 "最小 ”元 下 1 ， 到 () 时 人 筑 由 于 生成 的 p 的 不 变 子 
襟 间 。 特 别 ) 如果 并 = {2} ,天 未 
玉 (9}) 一 | 六 hp (0)z; ME C，Cu 除 有 限 个 外 都 是 0 上 
定理 工 很 武 6 是 群 吕 不 部 准 角 量 空间 扩 的 袁 现 ,pp 其 有 {0}， 
六 坟 外 的 不 变 子 罕 尚 序 ， 芝 时 ,在 六 中 如 果 取 适当 的 坐标 系 p， 
那 就 能 鲁 得 到 上 由 下面 著 样 形状 的 的 夭 征 表现 。 
4(@) Bla) nn 
gs—>P (a) | : » t= dim WW, 
Cag, Og) 


Yh 
1 : 
又 汪 的 淡 亿 成 让。 
栈 明 因为 厂 关 00， 所 凡 0<dim 厂 = 和 <<% 命 必 十 ng 
二 %, 芥末 0 二 %， 他 (40 00) 为 序 的 基底 , 因为 广 的 基 
底 能 铝 取 (op an nr) 的 形状 (5, 定理 5, 系 44)。 
本 是 命 P(e) 一 asp 时, 帆 $8 就 有 


站 
PRM) Aa” 六 dis 
下 一 


恰 pf 的 玫 生 得 所 丈 省 于 1 时 ,有 后 一 0 一 中 十 车 
因此 三 to) 就 成 为 上 面 形 状 的 甜 陈 。 

友之 , 慨 如 有 锭 上 面 著 样 形状 揭 矩 际 表 现 , 如 东 在 和 苛 出 这 者 现 
的 三 欧 基 语 中 , 由 最 官 %a 个 疝 量 生成 的 子 室 间 是 全 ， 于 本 六 显 
然 是 p 的 不 变 巴 空间。 

和 肥 ”人 恨 如 和 群 G 的 表现 p 的 表现 空间 广 能 锅 表 为 不 变 予 空 疝 
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环 :， 了 的 址 和 ,多 
V=WiD- CHW:, FEWp), 
那 未 在 了 如 果 取 让 当 的 坐标 系 , 怠 能 够 得 到 如 象 下 面 形状 的 矩阵 
表现 
人 > 一 人 ta 

这 里 ,ita) 的 极 数 等 于 dim i, 而 oi(8) 成 为 好 在 克 : 的 圾 
现 za。 { 陛 毕 ) 

沈 时 ,表现 p 叶 微 x1;…, xs 的 讲 和 ,可 如 下 学 出 

Pp— Xi .Dan, 

群 介 的 发 现 p 的 表现 空间 六 及 有 异 于 {0} 及 六 的 认 变 子 空 
天 时 序 信 有 共有 在 定理 1 中 所 讼 的 那样 形状 的 矩 陵 闪现 时 一 一 
表现 p 中 做 可 移 的 ,不 是 可 税 的 表现 , 叶 做 斌 物 的 。p 是 可 物 , 且 它 
的 家 现 空间 大成 为 两 个 以 上 (不 是 {0}) 不 变 子 空间 的 本 和 和 时 一 一 
即 由 定理 | 系 ，p 成 为 儿 个 天 现 的 埋 和 时 一 一 p 就 叫做 直 可 移 ， 

例 生 工 答 支 现 儿 是 讲 移 的 。 

例 喇 对 于 如 的 志 现 p 的 堪 现 空 明 丰 的 任意 本 个 工程 子 守 间 下 Fo 假 
甬 刘 在 通 吓 PTFT 一 Fa 这 样 的 &EG 邯 末 p 凡 是 灯 的。 

[ 短 ] 候 改 四 是 产 卫 和 140 的 不 变 子 沦 并 ,下 归 T 320 由 命题 3 与 
我 的 的 由 喜 : 现 征 于 一 下 。 

例 和 人 00 区) 的 自然 开 现 骨 臣 业 罗 的 。 

[ 解 ] 出 网 5 容 易 明 向 。 
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有 限 群 的 表现 葵 在 前 世纪 末 由 Frobenius 创始 ,而 . 生 拓 体 上 
先 盛 了 , 1920 年 I，Rehur 般 避 如 著 的 简化 -成 为 他 并 法 的 基础 的 
大 所 户 “Echur 引 型 ”这 个 简单 命题 。 罕 不 但 是 在 群 惟 现 论 中 ,并 
县 还 是 应 用 执 ) 的 有 用 命题 。Behur 把 这 命题 作为 年 陆运 算 的 一 
个 定理 炊 由 。 于 此 ,我 们 用 下 面 与 它 稍 异 的 形式 来 表达 。 


168 第 3 章 有 阶 千 的 夷 丽 衣 

在 前 节 , 全 多 定义 群 G 的 表现 的 不 变 子 空 闻 , 话 物性 ,可 多 
性 等 , 现在 把 这 旺 概 念 绷 予 扩 胜 。 一 般 , 假 定向 量 空 尚 六 的 自 周 
构 妊 人 GLCP) 的 任意 子 集 合 对 做 并 (T) 醚 合 。 和 如果 4 是 一 个 闭 (站) 
集合 ，4 中 各 元 和 是 自 下 漳 太 的 正则 线性 映射, 假如 的 子 空 
闻 刺 对 于 任意 peE 4 常常 有 ps( 玉 CV, 串 示 下 叫做 和 4 的 不 变 
于 空间 (在 前 第 讨 诊 的 是 4= 惫 (0 ;4 人 约 二 p( 的 的 情况 。p (的 
是 与 他 关 术 的 群 ,但 一 般 波 有 必要 要 求 A () 集合 成 为 群 ) 。 关 于 
44 的 不 变 子 空间 最 (4) ,与 前 洛 命 题 二 2 及 定理 工 完 全 问 样 的 命 
题 显然 都 是 成 过 的 。 当 避 () ={{00 ,PY 时, 4 对 做 是 径 移 的 。 

假定 户 , 也 是 洒 个 线性 空 销 ， 4 4s 委 别 是 时 (Vy) 第 合 丽 
并 (Fs) 焦 合 ， 击 ,4s 中 元 一 般 用 p 巾 ,Pp 党 天 示 。 自 位 到 Vs 的 
线性 映射 了 如 介 满 足下 面 两 条 停 (80) ， (S39) , 那 末 上 是 做 育 41 薪 


pu 本 3 训 协 变 变 换 。 
| i 中 (S91) 对 于 任意 px2E 1, 在 在 使 
Ve 一 汪 tay -3 f° pr Paof 人 
PB 三 站 的 p77 GE 4 ， 


2) 对 于 任意 p 各 和 4 存在 使 (25.1) 成 立 的 pSE di。 

定理 2 (Sehar 引 班 ) 慨 定 [,V, 是 两 个 线性 空间 , 4,, A， 
分 别 是 斌 狗 的 (FL) 集 台 和 证 葛 的 站 (T 9) 集合 , 如果 了 是 自 小 
到 4s 的 示 变 变换 , 那 示 了 f=0, 或 ( 直 f 是 同 攀 映射, 两 者 必 居 
其 一 。 

群 明 Taoj# 一 户 是 Fs 的 子 容 町 , 兰 且 能 鱼 刘 明 几 E 还 (4 。 
实际 上 , 假如 yE Vz 好 -el aoEP 那 末 由 (92 ,对 于 性 凑 

P82?E ds, 有 满足 p 祝 (入 = pA) 一 了 op 加) 的 PEPE.4。 因 为 

4 是 入 (集合 , 当 锋 p82 EFa 因 焉 p 和 六 Im 了 -上 与 
这 完 侈 同样 , 衣 够 证 明 Ker 一 中 EE 跑 (41). 

由 4a， Ais 荆 莉 性 的 假定 ,得 万 = {0} 或 六 天 一 人 或 瑚 ， 
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如 杂记 一 Pi;y 当 点 [一 {人 0, 因此 了 一 0, 不 诅 怎 样 , 如 果 六 2 一 人 0}， 
那 未 了 0。 所 内 就 有 全 的 情 沈 。 否 即 ， 让 一 0} ,Fy 一 Fa, 妈 六 
旺 至 单 射 ,内 此 不 得 不 是 同 构 上 映射。 所 以 有 十) 的 传 洛 。 

系 假定 户 , pa 是 群 介 分别 在 刻 , 了 s 的 底 物 宪 现 ,如 果 对 于 
任意 a€ 如 ; 存在 浦 足 

Pala) of = fop1ta) 

的 EDF 了 2 ， 半 末了 -0 或 pa 【 系 毕 ) 

为 了 撤 可 于 面 定 理 , 对 于 让 集合 4 定 兴 {1c3cERF)， 
psz 一 oopi YPE 4} 为 4 的 变 挤 子 集合 省 。 几 中 元 一 一 如 (站 
中 与 4 中 所 有 元 可 交换 的 苑 一 一 叫做 4 的 变换 子 。 

命题 3 假如 4 是 尾音 外 (7) 信人 台 , 那 未 4U{0) 一 站 是 如 
上 的 可 除 代数 ( 套 照 第 1 章 §7, 例 14)。 

证 明 因为 省 二 SP ， 所 以 在 二 四 元 ciy cs 及 和 EC 过 
膨 , 能 够 定义 琴 洁 ieca (作为 卫 射 的 福 侣 )， 加 法 es 十 ra 及 
《作为 SCV) 四 元 , 依 87 的 意 尽 ) 。 由 变换 子 的 定 六 ,显然 

Fy yy CoE A STF CA Ga, AGE 本 

有 NCI?Tg) = NGg = 0 (NG a) 
地 是 显然 的 。 于 是 忒 是 tf) 的 子 环 , 霸 尼 戌 为 局 上 的 代 
数 ,。 但 由 定 涯 3, 假 加 oe 不 证 0, 团 未 ESri 门 ， 办 此 
oC GD, 于 是 由 交换 子 的 定义 , 显 乱 5 了 EE 小 ， 所 以 4 是 如 
上 上 的 可 除 代 数 。 

定理 3 假定 太 是 有 限 稚 , 4 是 艇 和 绝 的 并 ( 丰 集合 , 那 洲 4 是 
与 必 网 构 的 体 。 ， 

证明 ”假定 = 是 妃 中 任意 元 ,如 果 的 了 
特征 值 之 一 是 a, 因为 er (o 一 0) 0, 那 末 一 _ 
og 一 & 不 是 同 构 上 映射。 但 是 对 于 径 狗 4 中 性 8 
意 元 p, 认为 (0 一 op 一 po (lo 一 外 成 让, 所 以 由 定理 2 系 , 不 得 


一 此 


3 


了 0 第 8 登 、 有 痕 群 的 我 现 甬 
不 oc-a=0, 

系 荆 假定 全 34>P(wD) 是 群 介 关于 % 闻 (在 局 ) 短 联 的 弃 蒋 短 
幅 到 更, @C Rn,0) ,如果 ,对 于 任意 &EG 有 i ee ? 
那 未 龟 一 五 。( 郎 六 (OC 集合 {了 了 (8) ; soE 人 的 变 只 有 oa， 
形状 的 元 ) 。 

系 2 儿科 ;) 中 与 GCC) (或 tn)) 的 所 有 元 可 交换 
的 中 区 ,只 有 ca 吾 ,形状 的 甜 卫 。 

征明 由 :467 责 例 6 即 得 。 

定理 4 可 换 群 的 有 限 次 读 榴 表现 都 是 工程 的 。 

证 明 假 乍 是 可 换 释 , p 是 它 的 有 限 级 证 料 表 于 ， 矿 是 p 
的 家 现 空间 , 痢 来 pC9) =={p(@); 2E 寺 =4 是 茎 秽 的 时 中) 化 
合 , 国 为 G6 是 可 痪 ,显然 4 二 A', 出 前 定理 , 4' 中 元 一 一 因而 这 时 
所 有 4 中 元 一 一 稻 够 表 为 a,(r 一 Hm 了 ) 的 形状 , 所 以 7>>1 就 
与 4 的 饶 物 性 不 合 。 

倒 御 环 群 名 ,的 表现 。 

[ 解 ] 由 定理 4; Zw 的 有 了 级 证 欧 去 现 5 是 1 般 的 ,所 以 

月 Kn"=C—{0}, 
订 果 把 各; 和 一 工 的 类 一 -用 a 才 示 , 尘 林 
Zn= {Dy hy Bm CR a}, mg =0. 
慨 定 pt@) =aE C0, 于 林 w=] 部 & 它 彤 质 1 的 mm 葡 根 。 尺 假定 工 的 什 寮 
册 次 根 exp2rk Y= 二 是 双人 -0 1 1, 坟 一 了 命 
pw) = pfj = G0, 1 0 m1), 
于 未 pr 是 然 答 振 和 的 证 区 去 现 。 和 ,其 有 这 凡 个 既 徇 涩 更 ;上 共 他 任 疙 表现 
天 这 等 证 莉 变现 的 让 和 ( 浴 昭 下 李 ) 。 


#&7 完全 可 有 鹊 表现 


假定 p 是 群 G 的 表现 ,是 它 的 表现 空间 ( 容 看 $25), 如 时 
下 是 广 的 不 变 子 寄 间 , 那 末 自 4EG 浏 ple) | 的 映射 , 给 出 人 
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的 (dim 信服 ) 表 现 (定理 了 。 它 时 做 Pp 对 于 人 久 的 子 束 瑰 , 用 
pl1TV 来 笑 示 。 假定 dimV -nn, dm 了 一 mr OR 二 Wh 二 Te， 
如 烘 (Qi tn 是 肌 的 一 个 基 砍 ，(， ys Grly Go 
是 包含 它 的 玉 的 基 广 司 5, 定理 5 了 系 4 33 页) , 那 来 由 这 基底 ， 弛 
能 够 用 知 陵 尖 更 为 
Ate) Blg) 
a30P (0 -( Onn Oa) ) 
的 形状 。&- 了 4 ta) 是 子 表 现 ol 机 的 短 际 表现, 
这 时 , 9 把 剩余 空间 /他 作为 表现 空 淹 的 表 芝 ,可 以 梨 下 二 
这 样 灯 构 戌 。 即 sEV 关于 mod TW 的 剩余 类 (wo) mr 确定 GRID 
‘实际 上 ; 假 和 加 x 二 yrvod 到 ,; 由 pt (CT 本 齐 得 知 p(Ds 
到 Da (miod 卫 )。 易 知 tm 一 (pt 他) 是 GLIF 和 TY) 中 元 
《部 六 YY 到 它 自 身 中 的 上 野 射 )。 假 如 GL 下) 中 元 用 pv ke) 雯 
示 ， 那 未 名 3g rpyw (EGDLT /WY) 显然 成 为 人 把 YF/V 作 为 入 
现 空 前 的 玫 殊 。 攻 是 和 攻 p 关于 mod HW 的 剩余 表现 。 
用 上面 训 秆 ，(enrDmr (tan 葵 出 ,WY 的 一 个 基底 。 
由 这 起 感 p 关于 mod 下 的 知 阵 表现 是 oa?C (8) [CG (la) 基 (27.,1) 
中 的 记 法 ] 。 
圣 鹿 ,Fe Gj 多 担 盛 为 不 变 子 空间 时 ，P 征询 可 
和 莉 , 六 二 古田 到 '，p 一 [p11 人 凶 (p| 玉 ,而 剩余 表现 pr 与 子囊 现 
P| 了 TE' 一 致 。 
不 其 有 子 琢 现 的 下 更 不 外 是 殴 利 素 现 。 既 狗 立 现 的 天 更 宏 
两 一 一 即 除 {0} 及 自身 外 不 共有 不 变 隆 空间 的 豆 现 空间 :一 一 甩 做 
眠 攀 的 。 能 够 表 为 鲈 烛 袁 现 的 址 和 的 喜 现 ,叫做 完全 可 欧 的 ( 麟 钧 
表现 自身 和 多 叫做 完全 可 箱 )。 
定理 5 下 而 三 个 条 件 是 等 价 的 : 
(01) 群 好 的 表现 p 是 完全 可 物 的 。 


(27 .1) 
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(Ca p 的 玫 现 空间 六 是 斌 转 表 现 空 间 的 站 和 。 

《Cs) 加 果 信 是 6 芍 表 现 空 间 , W 是 玉 的 任意 不 变 于 空间 , 潜 
末了 中 就 存在 满足 亚 = 丈 由 丈 ' 的 不 变 子 空 瑚 WV 

证 明 Gu 会 避 a) 是 明显 的 。 

《oO 一 59s 的 证 明 。 假 定 

广 一 瑚 四 四 矿 , 瑚 是 证 牺 不 变 子 窑 间 属 一 7) (72 
如 果 开 是 大 的 不 变 子 空间 , 那 末 厂 月 Fi- 玫 : 世 是 矿 的 不 蛮 子 
窒 关 ,因为 下 ic 瑚 是 刻 莉 ,所 已 环 : 熙 或 = 及 两 者 具有 
一 成 音 。 因 此 , 交 果 友 , 一 Fi 一 0 一 二 一 一 《0 (印加 果 
下 二 万 开门. 一 10)， 那 末 丰田 太 ., 蕉 定 尽 ,显然 宅 
尤为 的 不 变 子 空 间 。 受 不 由 帮 太一 1 1。 全 辐 六 最 
然 部 是 了 的 不 变 子 空间 ,现在 与 考 钳 不 一 样 来 考察 厂 呈 PF,，, 哪 
未 开国 太一 站 二 OV NV 一 10} 这 样 
的 番号 zz 确定 ， 而 开国 Fi 吕 VP 成 为 六 的 不 变 于 空间 , 大 且 
Fe = 工 2， 继 粹 这 笠 下 去 :最 后 得 治 

形 届 太太 是 


于 吓 FoWEOF, EBD,,2 DBr,=F, 
所 这 WEV ,BBP ,8, 


因此 命 开 一 三 由 中 了 即 得 。 

39) 全 Sa 的 讨 明 。 假 如 六 自身 是 弃 移 , 那 就 好 了 。 假 如 本 
是 可 物 , 如果 户 是 广 的 最 小 杂 的 不 变 子 空间 , 那 来 FF; 显然 是 工 
范 。 邓 于 到 一 太 引用 (Cs) 就 得 到 满足 玉 一 站 i 加 下 的 不 变 子 空 
加 六 假如 瑚 是 讶 斩 , 拷 就 好 了 。 如 果 区 是 可 和 蒋 , 命 含 于 到 的 
最 小 维 的 不 变 子 空间 是 让, 兹 末了 是 新 葛 。 再 对 于 全 :-- 太 中 三 
站 用 (C3 就 得 到 广 = 相 中 Frz， 继 六 这 个 方法 能 鲍 得 到 象 
(27.2) 那样 的 站 和 分 锯 。 ‘ 葡 屁 ) 

表现 空间 六 满足 上 面 的 条 件 (C3) 或 (Cs) 时 ,叫做 完全 可 牺 。 
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落 时 六 不 外 是 某 完全 可 药 表 现 的 表现 空间 。 下 面 系 的 证 明 包 食 
在 土 定理 的 证 明 中 。 
系 假定 中 群 昌 的 完 对 可 物 玫 现 空 并 ,加 果 
FP = DF DBT, 
是 严 的 眠 葛 不 变 邓 安 间 的 直 和 分 解 , 那 未 对 于 亚 的 任意 不 变 子 空 
尚 古 , 能 够 自 P， …, FV; 中 适当 的 挑选 Fw …， 六, 使 
V=WEP,D…Br,,. ( 系 毕 ) 
由 定理 5 及 它 的 系 , 象 下 面 所 示 胡 够 导出 如 下 的 定理 。 
定理 6 假定 p 是 群 对 的 完 至 可 绝 表 现 , 如 果 
PP 一生 旬 … 四 mr 一 驮 的 … 轴 地 
景 p 的 两 种 新 锡 表 现 的 站 和 分 解 , 半 示 > 一 如 果 必 要 ;适当 排 齐 
区 才 一 丰 ， 能 够 使 后 一 站 ~ 《~ 为 等 价 表现 (参照 
§ 25))。 (党 理 毕 ) 
当 pu pa 是 仓 的 等 价 表现 时 ，pl 的 小 现 空 明 Ti 与 ps 的 表现 
空间 Ps 叫做 作为 表现 空间 的 同 构 , 用 天 ~ FF 表示。( 押 谓 Ts 
是 表现 空 亲 是 有 自 @ 到 人 了 (7)，GDP(P) 的 同 态 呐 射 一 一 刀 的 
表现 pis pa 而 ,sg 分 别 是 cy ps 的 表现 空间 .) 假如 六 1, 六。 
是 避 的 同 构 淡 现 空间 , 邳 末 对 于 企 意 xzEQ, 有 自 天 到 : 请 足 
fops lw) 一 pa 人 2) of (加 
的 (作为 问 晤 空间 的 ) 同 构 身 射 了 。 这 了 叫做 自 7; jy 
到 六 ,作为 穴 现 室 阿 的 同 构 映射 (用 这 种 禾 述 方 ”> 人 
法 ，,“ 作 为 波 现 空间 "这 话 , 当 Fa 六 尿 然 是 表现 Pn 
空间 时 , 有 时 省 略 ) 。 定 理 6 就 表现 空间 来 外 还 , 就 成 为 下 面 的 定 
理 。 
定理 6 假定 广 是 群 人 好 的 完 对 可 狗 汞 现 空 间 , 如 果 
FF=FO BP 由.…OV. (27.3) 
是 严 的 两 种 旗 葛 不 变 子 肉 间 的 直 和 分解 ， 那 末 = 六 着 且 如 果 必 
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性 ,适当 排出 访 ,……,， 5 一 了 ,能 能 使 VY ~V 一 4 … 
证 明 依 定 理 的 形式 , 骨 关 于 ?7 的 归 灿 小 米 鞍 明 。 
淄 7”=4 时 , 假 却 w 二 1, 财 未 月 竺 太 =。 这 与 了 是 弃 移 的 
假定 学 层 。 所 以 六 = 可 是 丰 = 太 一 了 由， 因此 ,当然 户 一 万 ， 
直 程 央 子 个 数 是 了- 工时 ,假定 甚 臣 站 , 米 证 明 站 和 因子 个 数 
是 ?时 亦 成 立 。 假定 wr 命 丰 由 … 中 .1 WW, 由 定理 5 的 
陛 , 上 = 玉田 术 , 而 丈 是 区 个 庆 的 瘦 和 。 因 为 栈 一 太太 一 扩 ， 
是 记 茶 , 所 以 克 与 天 由 某 一 个 网 构 。 如 时 刺 ~ 广 :， 那 末 
形 ' 王 玉生 四 六 太一 到 一 了 玉 的 和 六 -由 这 间 构 对 
or 7 -到 本 :内 的 象 是 克 + Vr -19 淹 示 
BOP IDD, VV li, roD). 
这 是 WW' 美 二 既 简 不 变革 痊 间 的 丙种 下 和 分 解 ， 因为 了 一 1 和 一 十， 
质 以 由 妃 朝 话 购 概 定 ,了 7 一 1 一 一 1， 寿 目 适当 改 痪 备 导 ,能 刻 汽 
~ 全 一 1 YY 一 二 ， 
因此 Tr PV 1, ). (证 替 ) 
注 莫 ”实际 上 , 有 下 而 更 一 级 的 定理 (Jerdanmy Hilier-E. Noether) 。 
令 定 有 是 群 妈 的 竹 海 才 现 空前 (不 一 定 是 完全 机箱 ) 。 这 时 作 下 的 不 变 
子 空 并 列 


的 风光 二 CP.=r, ‘1) 
得 南 宗 阳 本 :一 轴 A FT ?1 都 是 茎 鸥 。 于 (之 寻 如 上 蝶 
Po= {0 EFICtec CF = C1) 


是 与 (1) 闻 种 类 的 列 (=D) 4 j=1 7 莉 是 区 和 鸭 ) , 屠 永 +=r', 天 
天 到 Ta 7 的 适当 排列 mr … vr 能够 便 Ti~ Ty 和， 
因为 衣 后 面 定 理 8 邓 所 示 , 有 有 限 群 的 表现 都 是 完全 可 区 的 ， 所 以 我 们 不 
做 这 一 般 销 况 的 王 润 , 曾 只 证 啊 光 理 6。 
象 在 本 章 开 始 所 帅 昌 的 那样 , 表现 空 疝 六 的 基础 体 波 罕 是 您 
数 体 C， 因此 让 第 4 间 317 所 示 , 能 铝 于 斑 导 人 内 积 (2, 拉 来 者 
碟 上 的 西 变 殴 , 印 恢 肉 称 不 变 的 变换 。 产 的 酉 变换 全 体 成 为 GL(P 
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的 子 群 (第 人 章 和 222 网 7,146 页 ), 用 避 P) 直 未 。 把 三 作为 袁 现 
空间 的 群 人 对 的 表现 P 是 白 安 到 GD 人 P) 的 同 态 映射 。 特 昼 , 它 的 
象 6G) 在 己 !) 中 时 , 序 p 成 为 白 到 UF ) 的 癌 态 峡 射 时 ，p 
趾 人 散 电 的 (把 入 作为 表现 空间 , 关于 内 积 (x) 仍 的 ) 酉 表现。 当 Pp 
是 西 表现 时 ， 如 果 取 挛 的 正 狗 正 变 华 标 系 ， 那 未 pt@，<E ,能 
够 用 酉 短 阵 三 (@ 表示 (第 工 章 817,，102 再 )。 反 之 ; 对 于 六 的 大 
华 标 系 , 索 了 示 2()，&E GG 的 夭 姑 了 (9) 如 果 痢 是 酉 憩 际 , 那 末 P 显 
然 成 为 相克 更 . 

定理 了 西 表现 是 完全 果 罗 的 。 

幅 表 人 慨 汇 bp 是 西 表 现 ,， FF 是 它 的 表现 空间 , 对 于 六 的 任意 
PP 的 不 变 子 空间 二 , 证 昌 有 满足 六 = 凶 外 WV" 的 p 的 不 变 子 空间 
li (定理 5) 即 可 . 根 定 不 -起 ;并 站 ) 由 第 1 全 5316 定理 
区 得 上 三 一 开瑞 开 '， 区 因为 p 着 再 起 更, 所 以 对 寺 尾 意 zsE 厅 ， 
J WaEG 有 (rp)) 一 P(N) 2)， 国 为 序 是 不 变 
子 襟 间 , 邮 Dpte nD (wp) EE 化) 又 因为 x 谍 ,， 盾 雪人 3 和) 
==0。 于 基 ty Pte) 2)) 一 0, 序 Pt (wD EF'。 因此 玉 ' 是 不 变 
闻 窒 轩 。 
定理 8 有 限 群 的 才 现 (基于 表现 窗 关 的 适当 内 积 ? 是 西 起 现 。 

鲜明 假定 驴 是 阶 为 2 的 有 限 群 , p 是 呈 的 表现 , 信 是 pp 的 
表现 空间 。 对 于 >, YE 户 ， 攻 的 内 程 (2 归 是 上 中 元 , 命 


Co, WD = ole) (0), ple) @)， 


容易 对 评 <z, 喀 是 了 上 的 另 一 个 内 积 ( 歧 证 第 了 1 章 817 的 条 件 
CI~3 即 可 )。 首 卫 对 证 好 的 任意 元 记 ， 


CB 8), p(B = FB pe ol) (0)) pt; te 的) 


二 SplaB) 0), plad) (WD) = kr, >. 
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( 当 第 三 边 变 为 第 三 当时 ， 是 因为 p 是 滩 现 ,下 用 了 pkojpP(D) 
一 pea) 这 糙 果 。 双 日 第 一 过 变 交 第 四 过 时 ,因为 他 是 税 , 引 用 了 
对 于 一 定 和 的 5EG, 当 4 取 如 由 每 一 元 时 ,， 8 烛 辣 样 取 全 部 邓 中 
元 这 事实 )。 
即 p08) ,BE 如 ,不 变 肉 税 《42; 纺 ， 所 以 pp ( 关 十 内 和 《27 ) 
是 西 表 现 。 
系 ”有限 徊 的 表现 是 完全 可 鸥 的 。 
钱 明 由 和 定理? 及 有 即 得 。 
由 渤 系 , 求 有 限 群 各 的 表现 的 问题 归 示 为 求 8 的 所 有 既 航 浇 
现 的 问题 。 这 所 题 将 在 后 面 解决 (大 了 妥 § 833) 。 
例 1 因为 可 换 帮 的 妍 糙 雪 更 部 是 工 攻 的 (定理 由， 所 以 表现 有 限 可 换 
寻 的 是 陆毅 能 够 变 为 对 骨 久 型。 


例 2 求 对 称 群 所 :一 各 (f 2 3}) 的 师 鸥 下 现 (以 后 对 称 妖 名 ( 机 1， 
' 7 4}) 简单 地 用 各 已 ,三 示 ) 白 


1 名 ， 路 
[ 解 ] 一 般 ; 对 于 6G 二名， ux( J et eerton 


VE Va 2 


(29 页 例 全 对 应 , 就 得 天 4 的 一 个 4 用 由 实 下 现 p. 把 Cr 的 自然 基底 
(ey …y 64) 看 成 正规 相交 基底 时 ，Cx 35= 妆 6 y= Tne 的 内 俱 为 


(xy ¥) = 2 


因为 (fb “ yn) Ts 本 (9 “ 2 切 一 习 吉 iu (my 1) 3 
所 以 pr 号 关 表现。 

当 n=3 上 时; 就 将 六 表 示 。 分 解 为 饶 芍 表示 的 让 和 [。 旺 然 C"= C7? 具有 
用 61 十 6 十 @4 生成 的 窑 用 作坊 不 变 子 宏 间 ,为 了 正规 化 , 命 


1 
~ -EE Ey + Ea) 一 产 ， 


YEzm- 


如 果 f= 二 ( < -三 oh 六 一 J 一 的] 3 


那 未 (Cf1 了 4 F3) 成 为 C3 的 正 开 让 交 基 兢 , 显 艇 wv oay v8) (0D) 二 f1; 所 以 p 
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对 于 不 谈 子 实 间 上方 ] 的 子 表 遇 和 是 恒 竺 表现， 因为 【fa fs] 一 12; Lf}， 
局 以 [fay 7a] 也 是 G3 的 不 变 子 空间 。 假如 2 对 于 这 不 变 子 空间 的 子 起 现 是 
pa 于 术 p= 0 中 oa。 

走 求 万 现 mm 由 基底 《fa 了 3) 的 雪 现 算 送 。 

执 湛 对 出 异 ) 驰 =a) 条 ,=b, 鸯 为 ={ey ay bap bay abg}， 所 
砂 ; 如果 wat Pat) [和 基 ; 那 林 pot9) 一 om) ootb5) 等 也 能 求 得 。 取 全 的 
自然 基底 , 那 未 2L0) ， eat) 分 别 册 


0 10 0 0 1 
P(t "| 0 中 五 红 »-( 1 ,| 
001 100 


下 了 东 ; 因 为 自然 此 底 到 C4 fy) 79) 的 坐标 变换 的 算 阵 旦 


1 /2 
3 3 


Q= T_T 1 
v3 wv v2 
1 I 1 


V3 wi Ve 
所 及 ef， af) 由 坐标 对 《 广 ) foy Fo 表示 的 短 苏 是 


1 0 90 \ I 0 0 
oi v3| og 1l_v3 
-IP 2)8= 2 2 | iP DO 2 
v3 1 ~ 3 1 
0 2 0 ~ 
于 是 Pat pztb)》 由 Cfoy a) 起 未 的 答 陵 分 别 疙 
_1 AAS 1 v3 
BB 瑟 
vv 了 1 \_vi 1 
2 加 互 


因为 ps 是 生 萎 考 现 , 所 以 它 是 既 章 的 。 实 际 . 1， 候 如 ps 是 可 煌 , 那 就 不 得 不 
成 为 两 个 竹 表现 p23 大 的 志和 。 但 对 于 工科 表现 ; 可 摸 性 的 (Ai 
二 Ppot0)， PC0) p20b) 一 pal0)pzta) 成 立 ， 因 此 木 得 不 mr( 的 ma 人 
三 Pat) Pat ， 这 与 .球面 的 车 实 不 合 。 
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名; 的 时 的 去 现 ; 实际 上 ; 除 ms po 外 还 在 一 个 变 代 表现 psy Ps 不 与 p14 Ps 
中 任 一 个 等 价 。Bs 的 即 芍 素 现 内 有 这 三 个 ,这 将 在 后 面 让 了 明 ( 33) 。 而 一 般 
全 部 求 洲 称 群 祁 , 的 般 惠 雯 现 的 闻 题 将 在 433~441 完全 解决 。 


38 反 步 过 现 , 张 捍 积 表现 


象 愉 前 一 样 ,假定 p 是 群 全 的 表现 ,VF 是 p 的 表现 空间 , 户 是 
玉 的 对 惕 空间 ,对 于 GE( 中 元 p (0) ,如果 佑 全 工人 地) 中 元 tpt0) 
与 之 对 应 (篇 工 章 8 10), 因为 p 是 表 更 ,所 以 

nlab) =pla) ptd), 
但 关于 p， 
‘plab) -tpla) plb)) = p(B) ple), 

因此 ,如 果 昌 不 是 可 光合 , 那 来 6 一般 不 能 成 为 息 的 圳 更 。 

及 对 于 gEG, 如 果 使 p(w EGLIT) 对 应 , 那 就 得 到 月 9 
到 G92) 的 上 映射。 假如 汪 用 六 天 示 , 闭 末 

Alab) 一 PE =H) P (a), 
因此 -- 般 也 不 能 成 为 僻 的 次 更。 但 是 ,如 果 命 
BO) ple). p’ lg), 
那 末 p" 显然 答 出 把 广 作为 条 现 空 间 的 G 的 表现 : 
Pp" Cab) = tp en ) = p* {a) pp’ (b). 
捕 叫 做 p 的 反 步 赛 现 。 息 如 取 上 的 坐标 的 对 偶 举 标 作 为 广 的 从 
标 ， 融 术 p' 的 表现 符 陈 P* (6) 能够 由 p 的 表现 短 埋 已 (e) 得 出 : 
PD =:P (a ), 

贫 1 在 志 更 Pp 中 ,p(t ,gE 都 古 直 次 变 挽 时 ,2 员 役 站 交 表 现 。 雪 
现 p，p* 对 十 尘 侦 付 标 条 能 够 用 相同 的 短 隧 来 梁 现 的 必要 充分 条 件 是 p 为 
直 次 表现 。 

[ 解 ] P*(@) 一 QP) 所 以 PP 一 Pr 人 P(ODIP(@) = 古 ， 因 
此 本 二 显然 茅 立 。 

己 定 上，pa 是 群 全 的 两 个 到 现 , 它 的 表现 空间 分 别 是 
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旋 ， 3， 于 是 ， 疯 对 DE， p1(8) 0pa (9) pr Opal5) 黎 是 
VeoFsa 的 和 局 鸥 上 驳 射 ， 但 (pi (2) 50pa 0) (pi(0) 00a (5)) 
一 pit ppateyost) (第 1 章 320 例 昌 。 因此, 如 果 命 
pate) epsat0) 二 p(@) ， 振 末 gple) 成 为 拒 广 .3508s 作为 表现 空 
尚 的 如 的 表现 。 客 呈 做 Pt pa 的 张 悬 积 囊 现 ,号 成 p 一 pif2pa。 
例 2 六 多 0 的 珊 数 等 于 ma 的 抽 玫 的 各 。 
侈 3 假定 由 同 是 Fi Fa 的 举 祭 水 ,如 末 Pi Pa) 是 对 于 这 等 坐 
标 柔 址 更 p14 由 pst0) 的 矩 限 , 乏 在 第 工作 和 20 所 在 到 的 一 洋 , 对 于 天 及 Fa 
的 坐标 系 gl 区 qzy P10) 他 pa (8) 能够 用 年 阵 Pie 的 Paln) 表示 。 在 这 将 广 
下 ; 张 如 积 开 电 的 替 电 内 陆 是 各 因子 的 二 钢 短 陆 的 线 恕 机 。 
俩 生活 于 去 版 的 张 量 积 ; 精 合 符 成 于 ;好 
RP Dns = A Cro pg) . 
它 简 童 地 守成 户 急 pp 铬 0 甘于 四 个 以 上 的 烘 现 也 同样 刘 静 内 闵 
1 音 $ 了 0, 命题 3,128 坎 ) 。 
鲍 $ 本 和 下 现 司 旺 量 积 疏 更 之 提 应 下面 的 阁 义 "FE， 有 分 配 各 霹 立 (入 二 
罕 20 例 7, 139 页 ) 。 
A = (nD Cnn, 
BP Dn (Rp) DB (ps), 
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恨 定 对 是 疼 , 对 于 把 G 作为 洗 义 碟 ,C 作为 值 城 的 全 体 两 数 
(大 有 照 和 6) 的 集合 4(G7》 能 名 如 下 地 格 造成 为 媚 - 上 代数 (8 7,32 百 )。 
首先 ,对 于 fF, yE A (的 ， GE OAE C, 由 
Cg C0) =f (0) 十 ga) ， 
人 六 (8) 一 Ne) ， 
定义 了 十 久 XE (G9) 显然 4) 成为 口上 问 量 空间 (和 参照 32 页 
命 盘 5 的 秆 明 )}。 特 别 ,假如 亿 是 %w 阶 有 限 群 , 那 未 这 向 量 空间 的 
条 数 是 nn， 对 于 安 中 各 元 4 上 电 
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, {1 0: 村， 

ft To, orzEG 
定义 的 4499 中 % 个 元 的 集合 {fo; eg 成 为 44(G) 的 一 个 基 
底 。 实 际 上 ,任意 E404 的 能 能 写成 

了 -2 ka) (29.2) 
反之 ,假如 f 一 of， 性 素 MF (0) ， 区 出 (9.1 站 即 明 自 。 
其 芝 ;, 这 适 碟 中 元 fes fo 好， bE 之 焉 的 夷 法 由 


(29.1) 


fo :fo -far (29 ， 3) 
定义 (在 这 里 用 了 群 约 到 更 1), 于 基 (29. 外 年 义 的 了 与 
Ep AE (29.4) 


的 积 (为 了 使 4(G9 成 为 代数 ) ,就 必须 规定 为 
fg (SF OF CGO 人 
=- fg) 


= ab) gb) Fs. ‘(29.5) 
应 万 下 书记 宫 


发 由 此 规定 ,容易 验证 A440 是 局 上 代数 ( 圣 别 40 的 的 瑟 法 满足 
震 侣 律 ,能 够 由 台所 满足 的 群 公 理 8 导出 ) 。 这 样 考 虑 了 代数 构造 
的 4) ， 叶 做 杂 上 群 代数 。 
再 ,长 是 尾音 体 时 ， 用 五 素 代 炎 C, 与 上 完全 一 祥 能 铝 定 多 

五 上 (G 上 的 ) 样 代数 4G, 下) , 获 也 是 代数 学 上 常用 的 一 个 要 
念 。 及 下 为 了 简单 起 见 ， 如 时 不 加 声明 ， 群 代数 的 基础 休假 定 
是 C. 

例 1 fte 是 分 的 攻 佐 元) 是 4(G; 攻 ) 中 浅 法 的 冲 位 元 : ff 一/ 一/. 

例 2 《29.5) 的 右边 也 能 够 系 下 面 这 样 写 ; 

gb) Fp. 
例 3 在 两 个 代数 4, 作为 向 量 空间 的 查 和 中 ,如 果 由 法 册 
(DDD (HD) = (ago Phirhe) 
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有 导入 乘法 就 成 为 代数 。 它 呈 估 代数 4， 8 的 下 和 用 4 外 来 示 。 假 如 6 是 
4 阶 循环 群 , 六 一 , 导 未 4(G), BR) 与 过 和 及 四 RDC 同 构 。 
例 4 假定 他 十 由 只 个 元 十 下 十 和 士 加 十 全 煌 成 的 群 ， 它 的 乘法 用 
名 二 股 二 司 二 一 1] 订 一 一 郑 一 js 防 一 一 同一 站 可 二 一 访 =j 入 基 单 位 元 ) 答 由。 
这 群 上 时 往 四 元 数 群 iquaternion groum 。 吾 上 生 苑 数 环 (33 页) 如果 是 
吕 !( 瑟 ) ; 那 就 龙 够 牙 明 凤 ( 人 ， 好) 与 用 由 环 人 的 下 册 天 四 意 ( 且 ) 间 构 。 

一 般 , 在 有 单位 元 的 代数 4 中 , 关于 乘法 有 洁 元 的 元 叶 做 正 
则 元 。 贫 定 4 中 正 旭 元 休 体 的 策 台 是 4, 那 末 心 关于 夷 法 显然 
成 三 ,特别 由 4(G) 中 正则 元 形成 的 群 用 4* (GD) 表示 。 

命题 4 f.€ 4"(G)， 

丁 明 因为 f=-foy 所 以 所 :一 fr， 和 即 f。 有 道 元 fo4, 所 
以 它 是 正 姑 元 。 

命题 5 对 于 aEG, 使 fr€ 4*( 对 应 的 映射 (是 自 到 
A*(GD 中 的 同 构 映 射 ( 同 访 单 射 ) 。 

枉 明 ”由 定义 (29.3) 和 白明。 (证 毕 ) 

由 这 命题 5 把 a 与 :fo) =f。 同样 看 待 , 那 末 = 了 fg 六 有 
时 写成 /= 王 f (0) 6. 

例 5 假定 bp 是 4 的 性 窒 表 现 , TV 是 它 的 表现 空间 , 尼 末 对 于 任 窟 E68， 
有 p(y EBRD , 如果 把 469 中 和 fi 与 #& 同样 看 祥 ， 那 末 ; 对 于 a€ ACG) 
所 能 计 为 育 Pa ER 这 时 ， 潮 于 A 中 芷 剖 元 了 一 荆 了 raw 慨 册 定 
oF = (oe) ETI, 那 末 n 就 成 为 自 4 到 中 (PP) 作为 代数 多 
同 术 映射 (后面 pz 的 定义 域 { 对 于 江 始 #4 的 定义 域 了 的 ) 扩 蝶 到 A400 ,上 暴 
不 发 引 起 混淆 ;一般 可 以 用 相同 交 池 表示 ) 。 

定理 9 假定 G 是 有 限 群 , 4 是 CQ 上 任意 具有 单位 元 的 代数 ， 
如 果 p 是 自 G 到 4 中 正 划 元 形 威 的 群 4* 的 同 ， 

稚 映 射 。 那 就 存在 玺 足下 男 条 体 的 自 上 代数 《人 
4(69) 到 4 作为 代数 的 同 态 有 映射 号 ， 人 | 
假如 把 廿 到 4 (G9 的 糙 小 作为 盏 :， 妈 A*(G) 
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二 全 lL. {29. 售 
酉 明 中 笋 下 而 这 样 物 造 印 可 。 因 为 {fo; 4EG} 是 (的 的 
基底 ,所 以 只 (fo) 4 可 以 性 意 规定 ,和 如果, 对 于 fo), 僻 
二 = 对 应 屠 就 每 到 让 4409 到 4 作 沪 向 量 容 
闻 的 问 态 莱 射 。 这 时 , 乱 站 区 (Fo9g) = 全 (证 (9g) , 那 未 全 电 检 岂 作 
为 代数 的 园 态 。 这 容易 理解 , 只 娶 关 于 基 诡 (fo), (ff5) 
更 情 法 的 同 坊 关系 
FFYVBIF) = 下 (Fo :29.7) 
碾 下 就 可 过, 现在 全 (D0:-p(Q) ,由 8 是 同 态 映射 的 假定 ， 
(29.7) 成 下 是 显然 的 。 又 因 为 三 LD ， 所 以 (29.6) 也 当 乌 成 
立 。 ‘证 些 ) 
当日 的 阶 是 如 时 , 4( 多 是 CC 上 的 4 杂 向 量 空间 , 对 于 
EG fC , 由 @ 
PIM (= 
Co (en 人) Ff (va) 
定义 Pp(@D) :的 二 4 G:C 的 一 4( 的 ,显然 p90), to 
E24000), 并 册 
(pm eB YF DP) — PO (aw) =F Vas), 
(pap i 一 了 一 bey), 
于 是 pl p00 二 pto5 ,所 以 pp 成 为 把 4(G) 作为 素 更 空间 的 
如 的 表现 。 同 样 w 了 出 成 为 把 449) 作为 表现 空间 的 9 的 刁 一 当 
呈 中 做 科 的 左 正 吊 衷 现 , 0 中 做 仙 的 右 正 则 表现 。 
定理 10 有 人 氮 群 他 的 左 正则 表现 p 与 右 正 则 表现 er 局 是 中 
实事 现 , 关 于是 相互 等 价 的 。 


在 工 的 值 稀 于 7 在 ariy = 的 请 9 站 个 意 关 ,每 后 而 i 所 置 到 的 变形 Gp Go) 
一 那样。 关于 = 也 是 司 样 。 
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钙 表 假定 p(0) 一 gaan 于 未 对 于 任意 feE A( 介 有 (or) 
一 二。 如 果 ge, 取 天 作为 了 ,5 作为 vw, 就 产 年 1 一 09 这样 的 


本 盾 ,所 以 ec#=e， 即 Korp = {e} 因 汪 Pp 二 play 
. ， A(G) 2 ACG) 
忠实 的 。 基 二 5g 所 呈 同 梓 。 | 
基 葡 ;为 了 证 明 p, o 等 价 ,用 
wf Df) ) a 4(G) 
定义 a: AIG >AGY, 
显然 5 是 同 构 上 映射。 这 时 由 上 而 的 图 可 见 它 更 是 可 换 了 的 ; 芭 
Topia) g(a) orm, (29.8) 


实际 上 ， 
PIG 有 (一人 tp TY) = pO a = te), 
{fo (a om f) rn) = {oa (rf) (a) 
= (mf) ea) = wa) ) = a), 
因此 p~o， 
全 6 合照 命题 5 如 果 把 志 写 成 4) 球 术 {eayby…y zr} 成 为 
4 约 菩 路 。 轴 然 p00)f 一 了 内. 所 以 用 流下 底 时 ; 坟 示 p(w) 的 第 障 是 丧 


i e bb i jp i. 
示 几 列 ( 的 直径 陈 (37 页。 间 样 ,eta) 能 够 
 _ em 站 - 

让 大 床 排列 ( “一 向 短 阵 表现 .又 , 面 的 <E (A(O), AtG))， 


3 下 a a 
论 够 用 类 示 排 列 (””，，，””，” ) 的 旺 阵 才 现 ， 这 些 排列 (或 直 示 它 


的 短 阵 ) 简单 地 分 别 用 【 ),( so ) ( 
这 二 法 意味 着 


于 
) 表示 。 (而 的 (29.8) 有 


rk 


(2) (0 ) (5) (sa) 


这 也 等 易 直 接 证 明 。， 
yy Fy 最 _ 1 当当 一 4 上 
@ 因为 CO OI yg TH fo 
所 局 ALO)fr=-faz ,一 织 着 注 


1, yan 
D0， 当 4 竹 吧 
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@ el Bl ee a a Bl fri oe pl 
下 a eo-ilgy alg 
6 Bal ee Bir 下 ee Ow lb oo... 
了 wal RHE ee T lr Bly a € 
(on (hy 
上 面 出 群 各 中 元 形成 的 C0) 【区 那 样 的 赤 儿 做 9 的 群 表 ，(a) 则 做 下 


群 关 (有 唾 做 右 群 吉 。{ 也 可 以 珊 是 群 的 乘法 示 。 坝 示 pla) 的 算 陈 在 
在 表 中 命 # 的 地 占 为 1， 洪 他 地皮 为 0 即 得 四。 表 和 下 cta) 的 引 际 在 石 示 电 
命 #! 的 地 右 为 1 其 和 地 方 为 0 如 得 。 

合 ? 了 服 便 6 的 基 诡 时 ;3 上 阶 御 环 群 这 正 岂 至 项 为 干 画 的 生 随 形式 


1 D 1 D0 如 
1 0 1 0 10 0 
“| 0 | 
0 es 0 a 1 0 1 0 

1 1 0 0 I vo 
Hr Rr 一 一 了 一 一 一 一 


(在 可 换 天 : 左 丰 正 则 秋 现 一 玻 ) 。 
例 各 3 阶 导 称 群 的 正 基 表现。 


[和 解 ] 命 #= 江 名 b 人 四， 于 水 之 a 一 +4 » bs ab, ba, abey. 
左 举 专 本 群 盐 
ol 站 Ta a pl oan (Pay! fapey-l 
4 Ll ll 站 EE 有 I 中 
se a bb ba [ed toa ss 可 由 下 在 Era 三 可 站 
a 2 a bis ue bo b tory ob 
b be Ee di nD ss ab oe aha 家 ba 
i et 村 Ber vd Th bd 外 ht Pr 
ba hp aia ab 他 本 1 Ha da 杏 人 也 各 
abr nh pe a 也 pn be ab 由 已 
_ 国 [a Fr] a 
御 十 为 表示 提 列 = _ 1 _ ) 的 类 隆 是 务 浊 以 nb, 
HE ee qih 1 qly 


2 为 行 数 ， Ti 69 二 到 数 的 元 是 1 跨 他 元 海 0 的 肉 际 。 村 假定 
ols 一 9 于 未 在 工行 而 的 元 就 宣 洁 换 威 1, 但 当 这 一时 ;2971 友之 ;假如 
2 一 4 那 长 一 y， 这 就 计 讨 把 4-15 痪 为 1 与 把 2971 换 为 工 是 一 同事 。 所 上 以 在 
{9) 中 命 & 泊 宇 的 地 访 为 1， 其 他 为 0 所 得 的 此 阵 就 是 表示 排列 刚 给 策 。 尖 者 竺 
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左 正 山 天 现 ( 人 以 吴 序 表示 5) 50,0, Ah bs, aba) 


‘ 定 白 部 分 都 是 0。 
右 正 则 表现 ( 问 了 ) 


例 9 上 本 的 ( “，)} 或 (“ ) 可 以 看 成 为 G6 中 必 个 学 的 名 换 (133 责 ) ， 
ol TE 


兴 & 在 全 中 变动 时 ， 这 种 锁 措 成 为 与 全 同 榴 的 群 。 一 般 自 祥 他 测 有 限 集 合 
号 的 对 称 群 各 68) 中 的 同 杰 映射 ,对 做 8 由 置换 群 的 裘 再。 左右 正则 才 现 是 
由 世 摸 群 表 职 的 例 , 假 定 豆 是 8 的 任意 子 群 ,如 果 , 命 G 中 五 的 利 余 类 的 焦 


xH 


ex )e 到 (9) 对 应 ,又 得 天 好 

申 证 换 格 的 表现 。 又 关于 互 的 右 利 作 类 的 集合 {IIa; >E G}， 对 于 a 使 与 
EH 

(ie) 对 应 也 得 到 G4 由 芽 摸 辟 的 址 现 ( 当 互 ={e) 时 ,就 得 到 左右 正则 去 


现 )。 可 这 庄 表 怠 由 证 措 和 群 的 表现 都 能 够 得 这 桩 得 到 四 例如, 假定 


合 《2 五; EGY=S5, 那 未 ,对 于 EE 他， 使 


徐 知 看 是 . 2assenhaus: Lehrbuch der Grappoenthaeorie, p.33, 加, 一 -区 省 注 
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个 = 仿 ss 如 果 吾 = 侣 ， 汪 状 起 恒 等 农 现 ; 如 果 太 二 1I， 过 2 有 过 汪 为) 那 就 
荐 灾 代 表现 ;如 撕 到 = 谋生 劝 }， 就 得 到 下 硬 的 志 吏 ? 
1 Hs: Hs 
全 (x Hi Hs 
ab oH Ty Hy baertfl HI Ha, qba 一 ( 百 7g), 
这 里 了 1 一 一 本 了 一 {p abal, 


)=E, gH Holy Dot fID, 


$30 内 自 同 构 与 伴随 表现 


恨 定 对 -上 群生 四 元 2 ,全 ww! 人 4 人) 与 之 对 应 (自如 到 
全 的) 的 觅 射 用 ps 表示, 显然 


Pat) pay T= Paley tt) , (30.,1) 
Palt) =r, 
ano) = puvtw), (80.2) 


Pw) pal), 
其 中 (80. 四 下 示 gp, 是 自 他 芭 此 自身 的 疗 构 局 对 ,如 他 的 自 辣 移 。 
的 自 同 构 侈 体 成 汐 昌 的 自 同人 构 群 民 46 页 , 例 活 。 当 为 39)， 
(30.) 发 未 {pi,; EE 和 一 6) 破 为 时 (的 和 的 于 车 ， 中 人 微 富 的 
内 自 局 构 群 ， 宝 的 元 po 眶 做 的 内 自 同 构 ，。{ 与 旺 相 应 ,站 (9) 
一 230009 中 元 时 做 他 的 外 自 同 构 。) 

很 如 条 于 zz yE G, 存在 使 goutx) =y 成 站 的 4 如 时 ,写成 
~ 显然 ~ 后 等 价 关 有 系 。 当 2 一 3 时 ,ay 叫做 网 于 在 全 的 司 
业 ( 或 共 旺 类) ，{y 和 2~ 中 叫做 2 的 类 ,用 Clo) 夫 示 。 

便 荆 音信 元 上 的 类 内 由 一 个 上 构成。 可 摘 阁 中 各 元 下 破 只 合 它 外 地 和 的 
业 。 


命题 6 Ce 只 由 一 个 元 好: 槐 成 的 这 样 的 全 中 汇 z 是 与 如 
中 所 有 元 可 换 。 文 密 的 逆 也 成 人 站。 这 种 元 爹 体 的 集合 成 为 怠 的 可 
换 于 规 子 群 (这 个 正规 子 群 呈 做 会 的 中 心 )。 

证 明 Cn) 一 {2} 与 对 于 任意 4E0, aaa 一 2 朗 az 一 sa 等 


$30 光滑 局 的 与 笠 纸 表现 48? 
价 。 又 这 种 元 构成 局 的 子 群 了 由 下 面 关系 容易 明白 : 
人 尘 于 作 痊 CE GG. ce=eg. 

(i) 假 吉 qx :ze ay Va, 那 末 try= vay 一 0， 

(ii 稳 胡 种 =2a 惠 末 wa 7 二 4 4. 

因为 中 苑 与 台中 所 有 元 可 换 , 所 志明 然 是 全 的 可 才 正 
规 子 群 。 

俩 2 = 基 g 的 下心 只 由 单位 元 e 构成 。 把 站 用 -上面 的 风 广 来 类 强 就 
得 河 


{1 {0 ®, 2 3, (3 DY {028, 32}. 
全 3 对 称 宰 的 类 别 。 
在 上 例 2 中 ,已 把 世英 曙 ,现在 般 求 考 恩 类 中 多， 
7 、 
名, 中 元 xz ” ) 能够 才 为 不 含 共同 文字 的 循环 置换 的 陛 


本 
123456Y 
6143652 ) 于 永 一 民 6 多 全 国 05) 人- 般 , 能 驶 
几 活 于 88 的 束 学 则 物流 福 朋 /这 由 征 环 如 换 星 佑 是 可 撞 的 ; 3 全 这 样 的 "分 
艇 "; 除 因子 的 用 序 外 是 唯一 确定 的 . 促 信 这 此 御 环 户 换 的 个 狼 电 = 人 7) ;六 
狐 (7 个 区 宁 的 泗 环 计 换 由 做 次 数 7 分 别 是 #5); ra (5) (TD) (Cri) 
六 )。， 于 术 


下 全 


积 。 革 如 根 秆 < 


卫 
实际 ]， 候 刘 2 
oy 


”如 要 rz 因为 由 134 页 殉 2 能 够 必 


六 


| 和 小 所 以 在 = 的 分 解 中 全 代替 i 就 得 到 x 的 分 解 、 反之 ， 


Ho 
假 却 二) 在 中 对 应 位 
省 的 数字 分 痢 作 为 刁 wo 命 * 一 ( ” ” )， 那 末 吉 一 zwxw 
Hl rr" a 

了 一 Cr 的 不 蛮 珍 ， 由 30. 健 ， 的 类 由 它 的 

不 变 系 决定 。 所 以 5, 的 类 交 个 整 等 于 不 定 方 各 并 
号 十 光 十 于 中信 一 和 TT 这 TT 人 0 

中 整数 解 的 个 教 。 

彼 定 1 是 工 <1<% 的 浆 数 ，mfz pet 中 等 于 1 的 着 徇 个 于 屋 


188 


it ; 那 林 由 


逐个 如 X19 ay 9 和 是 清 足 31 车 2%.9 十 二 Xn 二 % 的 非 名 理 数 ， 形 末 清 中 
4 一 (19 8 320 的 工 丰 在 ;全 这 样 交 的 个 数 中 oa 9 2 由 


第 8 音 、 有 限 群 的 去 现 葵 


Jr ar) ham)) 
能 金 决 定 Ia) ， 所 以 = 的 类 四 了 (s) 确定 。 这 时 显然 


A Bg Cm) Fe FE) = 


ly oy A 二 一 一 一 


4! 


[II 和 1 kr 
"1 


舱 豚 。 这 是 因为 对 于 ?个 交 字 的 什 寄 排列 ,由 于 引 天 如 下 的 括 攻 


21) Coy er tb) CprL PR CD Na 


3 


-对 个 一 > < 


oa 个 


能 名 得 到 属于 这 种 不 变 柔 的 4 其 中 册 于 长 相同 的 特区 区 换 的 排 剂 下 且 2a! 
个 , 吾 由 于 在 一 个 循 瑟 荆 损 中 反 文 字 循 环 互 换 的 排列 I pm 个 邦 答 出 相同 的 


放 斤 。 


各 或 以 下 对 称 群 的 共 珠 类 提示 如 雪 : 


群 | 类 的 记 导 | 水 六 角 [0) 了 人 信 开光 元 数 w(O 
&, c | ei (2 0) : 1 ! 1 
Ce | (的 | 如 时 | + 
Os (i, 1, 1) (3, 0, 0) 工 1 
Cs! Os 2,1) C13 1, 四 计 |! 日 
Cs (3) | (0, 0,1) G3g | 3 
| 0 0,0) 1 1 
}) 0 | 2,1,1) {2,1, 0, 0) 红色 6 
EE ! Os | 23, 9 03 2, 0,0) { 2713 4) 时 
cs {8, 1) C1, 0 1: 0) (1 2 3) 8 
Cs | (4) | 00, 1) [i234 6 
Cr (Td 41 | 5 ,0,0,0) | 1 | 1 
0 QD 0 | 和 侍 芍 10 
C3 1! (3, 9, 1) C12 O00, 0 这 区 全 二 15 
底 # 二 | (3, 1, 1 (2, Ud, 1 0, 0) 2 20 
Cs (3, 2) (Oy 0 人 3 有 (人生 29 
人 《 生 ， 十 (0,0,1, 0) | 江 23 和 4 30 
; 5) (0,0,0,0,1) | 以 3234 有 
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命题 7 所 中 属于 同一 此 地 类 中 元 的 个 数 靠 于 坟 拘 阶 的 攀 
妆 。 

这 命题 的 证 明 要 引用 “正规 化 故 ” 的 概念 。 肯 定 到 是 @ 的 任 
意 子 集合 , 容易 得 知 G@ 中 与 性 (作为 全 体 ) 可 局 的 元 答 性 的 下 合 
{2; 于 二 型} 成 为 号 的 子 群 , 它 时 做 (在 的 形 的 正规 化 群 
(mormalizer) , 用 入 (和 ) 束 示 ( 虑 如 于 是 好 的 正规 茸 群 , 那 来 
他 一 站)， 又 假如 有 形 是 引 的 任意 子 群 , 那 末 型 是 六 (MM) 的 正 
起 子 群 。 因 此 有 这 和 名称)。 

量 然 因为 

Nel- HOM Now tN (NH), 
更 一 般 
vwMeo -yyMy oy mM May 
Ov mENM oN (NH) =yN (MM, 

贱 及 它 与 鸭 4 属于 关于 mod 入 (并) 的 同一 左 剩余 类 等 价 。 于 基 
当 * 取 人 中 任意 元 时 ，rWo 形状 的 介子 第 合 的 个 数 等 于 GF 中 
关于 mod 下 (型 ) 酌 左 剩余 类 的 个 数 ， 邹 (9;W O80) ， 它 当然 是 
(G: {9) 一 各 的 欧 数 。 

特别 , 考 虚 并 只 仙 一 个 侣 元 & 和 构成 的 情形 ; 到 一 { 轩 这 时 
Z 有 2 也 只 由 一 个 元 wew 机 成 。 于 是 当 4 取 所 中 元 时 ,， 能够 成 
为 zag + 的 不 全 是 与 和 共 乾 的 元 。 宅 的 个 数 因为 是 弄 = {gj 的 正 
规 化 群 六 (0) 的 指数 ,所 以 是 % 的 焊 数 (命题 ? 起 毕 ) 。 

把 群 代数 4 作为 囊 现 室 骨 ,能 鳄 作 戌 象 下 面 这 和 样 虹 于 
正 即 玫 现 的 表 马 。 即 根 如 对 于 4 人 @) 的 其 许 产 Ed ， 和 化 
frisy 对 应 的 人 419) 中 元 作为 7 加, 来 考虑 对 于 EG 使 
TT) EGLCA (CD) 的 对 应 TG->GLCACGD) . 星 然 + 成 为 日 的 青 
琨 , 它 叶 做 8 的 伴随 表现 。 件 随 表 更 的 核 r+(e) 是 的 中 心 。 

例 生 世人 1 3， 引 ) 的 伴随 表现 
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je 外 区 思 ap pa Ape 
Tel fy 加 性 » a ba 已 马 此 
TUE Tr 国 三 Aba Du dp b 
TED) Ty Ee aha 五 BA a 可 
Tia € 吾 在 吕 他 2 ber 让 
Treo e dpa 凶 “Bb Ex 5 
Tha ry 和 pb 如 bn nb ea 


0; ay baby Pa aba 分别 四 下 可 的 炬 味 卖 永 


1 i : 1 I 


$831 让 次 关 和 有 系 
但 Sohur 引 理 能 驶 导出 下 面 的 老林 定理 。 


Wy 定理 11 假定 py, pa 是 有 限 群 G 的 两 个 外 移 
9 | 表现 ,1 了 ;分别 是 ps ps 的 表现 空间 ,小 是 诅 
y 一 V， 让 到 ,的 税 怀 映 时 ,这 时 各 果 

oa) 9— Dps lo) oops (4, {81.1) 


扬 末 六 成 为 自 [| 可 Vs 的 禾 履 映射 , 假 加 I Pi Pa, 小 未 人 -0, 区 
假如 py 一 ps 如 果 dim 也 一 dim Fo=m 好 的 淮 =7, 拒 必 侵 fi 与 
ye Es， pi(6@) 与 Pta) 癌 样 看 待 , 那 未 一 SG). 

这 里 SO 的 意义 如 下 。 很 起 取 六 的 任意 坐标 系 , 落 怠 能 够 
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用 短 阵 由 示 。 这 知 吴 的 迹 (75 真 例 9 与 坐标 和 的 取 法 站 关 。 因 此 
这 迹 就 用 上 (四) 发 未 ( 套 照 76 页 )。 

县 明 由 (341.1) 立 印 得 到 

和 eptfG) = psd) op, 

所 以 ,假如 不 是 py~psa, 出 Bohur 中 理 的 又 ,9 一 0。 当 pi~ps 时 ， 
如 果 把 zE Fa 与 站 (vw EVa, pi1t9) 与 pa (8) 同样 看 待 , 那 林 踢 定 
理 8 系 gp=aEC， 取 这 式 两 迫 的 进 , 即 得 

ma= Sg) EStp(e) pep te )) = EH) =n8 (yy}. 


所 以 a Sh). (证 些 ) 


于 是 把 g 特殊 化 , 序 得 下 面 的 定理 。 
定理 123 对 干 有 限 糙 侣 的 两 个 经 狗 短 陈 表 堆 42)= (ot7))， 
Btw) 一 (bat(2)) ， 下面 的 关 和 又 成 立 : 
如 内 下 是 4~ 上 8， 
2 (br tw) =0, (31 .2) 


而 [时 A4~8, 它 的 诡 数 是 mi 如 的 阶 是 n， 
sn) bul Be 31.8) 


证 明 假定 4 有 年 别 是 终 的 衣物 表现 ca ps 的 年 陋 表 更 , 攻 
们 的 表现 空间 是 Fi Fs。 加 尝 在 广 ， Fs 他 别 取 适 当 的 华 标 系 ， 
Pt pstw) 能 够 分 别 用 敌阵 (wy，B(s) 表示 。 现 在 ,以 这 坐标 
作为 定理 11 中 的 业 , 取 基 于 这 华 标 系 , 用 58 命题 了 0 征明 中 
人 页 ; 的 年 阵 Ej 所 表示 的 线性 矶 射 。 然 后 把 定理 11 的 车 果 收 

号 ,就 立即 得 到 (81.2), {81.8)。 

孙 工 和 眼 和 认 把 cm bn 考虑 为 对 于 “变数 "zzEC, 香 取 叱 中 
aytp)yperfz) 数 的 400) 中 元 , 那 未 在 4 (的 中 ,乘法 但 29) 的 意 
和 : 


192 第 3 伍 市 也 群 的 于 时 芥 
训 果 不 是 4 一 也 ， 
Bi 一 日 9 (81.4)0 
一 般 
yr "ty = 二 Sy ps, (81.570 


(人 .2188 和 人 81.5) 时 做 遍 绝 表现 的 古训 关 彩 。 
又 对 于 了 ,gE A(G),， 和 


(六 Di (@) 9 (8) ， (31.6) 


那 末 (7 9) 显然 满 是 $17 中 16, 因此 44o) 成 为 具有 这 种 
“内 积 "的 再 空间 。 
让 和 27 定理 8, 有 限 群 全 的 任意 表现 p, 与 西 表 更 等 价 。 因 
此 适当 地 取 表现 空间 了 的 茶 底 写 能 铝 用 再 短 阵 Pt) 二 (pw (0)》 
者 未 。 因 为 Pig) 是 两 算 阵 ;所 以 
‘Pls) 一己 (个 。 


各 ”关于 人 1 有 和 .5) 敌 式 ,我们 用 要 十 朋 人 4. 且 ， 垩 于 (3 .和 可 以 同样 推 菇 。 
由 :48) 的 乘法 定义 香 
TT a lis 


Or = (fr, 
因此 只 须 证 肯 

总， 人 ou 的 一 志 8 (01) 
朗 训 ,六 此 我 们 在 


PD- DA WCAWY 
Wo 

中 慨 定 局 是 中 有 7 行 站 关 插 元 为 荆 洪 余 的 元 都 等于零 的 扰 阵 , 那 趟 
dA CA 
诬 衬 (把 定理 志 芍 守明 展 知 时 表 深 耻 得 }o 

由 所 下 的 性 上 水 用 第 隔 元 中 得 
nn = Deney Dd ag). 
比 竺 西汉 卸 阵 的 元 滞 训 得 (1) 式 。 一 一 这 者 注 
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于 是 jy; 4>ps(@) 能 够 看 成 为 4 (的 中 元 。 和 如果 引 用 {时 . 命 的 内 
积 { 由 于 证 (4) = 了 (ea 站) 上 系 能 够 改写 如 下 
桶 8 假定 pi, ps 是 有 限 群 他 的 两 个 解 葛 者 现 ， Pi 一 (29 及 
王 : 一 (0 人 是 它 俏 用 西 算 阵 的 圳 现 , 那 未 在 031.6) 内 积 的 意 多 下 ， 


{3 Pi pas 

pe} 妨 - 

Py [ hh 

L884, Pi pa Cm 是 pi ps 的 地 数 )。 


出 这 么 更 导出 下 面 的 重要 事实 。 

定理 二 (Burnside) ”很 定 了 = (py) 是 有 限 群 9 由 到 圾 给 降 
的 刻 鹊 表现, 其 末 个 44G) 中 元 2 在 C 上 是 线性 无 关 的 。 又 
假如 @= (gx) 是 G 的 mw' 级 降 攻 算 阵 表现 用 与 王 不 等 价 , 于 来 
2 十 个 4) 中 元 gj， gm 在 C 上 是 克 性 无关 的 。 

钱 明 因为 了 Pte) 能 带 用 (与 无 关系 ) 吧 圾 正 旭 逢 大 工 变 换 
为 西 短 踢 Po: 2 了 一 Po 人 人， 如 果 Potg = 【中 人 7 可 
未 jte) 成 汶 pto) , ij 一 1，…,% 的 米 性 租 合 。 反之, 因为 
忆 ( 鸭 = 下 PotgT 所 以 Wi 成 为 中 (9) ,bj 一 1，……, 2% 的 黎 
性 姐 合 。 因 由 [pii, Pias 人 om] 一 [prs 他， "ey Pr 。 所 课 
Puy Pi go 是 区 性 无 关 , 意味 着 万 (9 的 子 空山 [py Da 
2 的 如 数 是 加 因为 此 时 瑶 成 dim [phi p7ay Pmj] 一 T5 
也 可 , 所 已 自 开 始 朗 慨 命 玉 器 碧 表现 井 不 失 一 般 竹 。 这 时 出 前 定 
理 的 秒 2， 

( Piss Par) — L857 


部 Pil Pi1as Prm 成 为 在 二 (Oo 的 直 奖 系 。 因此 由 36 夏 命 题 48 
的 系 工 ,下 鸽 是 线性 无 关 的 。 后 秆 段 也 能 名 同 样 赴 明 。 


$3 特征 标 
假定 p 是 有 限 群 6G 的 m 般 硝 现 , 允 于 scEB 使 Pa) 的 迹 
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(8 页) S(p (9)) 对 应 的 画 数 用 %(@) 表示 。xo 能 刍 看 成 为 
(的 中 元 , 加 对 做 p 的 特征 标 。 
俩 1 C8) = (0 岁 籽 数 }。 
例 2 正则 滩 现 。 的 特征 标 。 如 果 4 二 e， 那 林 xpla) 一 0， 
[ 解 】 在 左 正则 雪 现 ,下 未 p(9) 的 竹 阵 是 表示 排列 (， ) 的 矩阵 ， 假 
如 @ze 忆 末 3q-17。 因此 ;这 短 孟 主 对 前 入 上 下 苑 境 都 足 0, 所 以 xf) 一 0 
美 于 吉 正 则 表 电 也 是 富 样 ， 
特 忆 ,假如 Pp 旦 低 斩 , 那 来 x 时 微 单 如 特 征 标 。 出 定理 8 系 ， 
有 限 娇 的 任意 天 现 p, 能 够 表 为 既 茶 表现 让 pr 的 直 和 
入 pr， 这 时 由 $14 命 题 39, 开朗 得 到 
Xo Km tt ps 
于 是 答 和 到 下 疼 的 命题 。 
命题 8 有 限 群 的 任意 表现 的 笑 征 标 能 名 表 为 单 熟 特 征 标 的 
而 1!。 
例 3 在 可 斤 群 ,因为 妍 和 绝 考 现 是 1 上 括 的 ， 所 以 它 的 芋 征 标 与 老 瑾 自身 一 
芍 。 即 假如 x=xp 是 可 换 群 性 的 单 生 特征 标 ， 尘 来 对 于 zy EC 有 Xx() 
一 p(w) { 详 炽 点 祝 即 意味 著 x(2)ewptz))， 又 x 人 ey 一 x(x -1 负 假 
如 是 有 限 群 ; 那 末 的 阶 mr 有 限 (2 的 阶 % 的 料 数 ) ， 因为 2"==8; 所 以 
xf 是 工 的 mr 当 棋 { 因 于 是 % 滞 檬 )。 
俩 二 一般, 慨 定 是 有 限 秤 (了 琉 和 DwEGI 过 蚌 的 阶 ; 如 果 p 是 
C 鬼才 现 ;, 了 是 筷 的 矩阵 形 捍 ， 那 相 和 如 ( 罗 二 SCPO0), 但 各 一 所 以 
《EDm = 五 因 作 策 障 Pte) 满足 方程 X“ 一 吾 ， 于 是 了 (8) 的 特征 值 成 为 
工 的 由 生根 (因而 是 = 乘 扫 ) 。 (假如 (C7, 放 型 本 了 入 的 竺 人 征 值 是 qi …， ar 
如 果 疏 成 Jordan 标准 形 来 看 就 管 易 得 知 ， 和 fr" 的 慰 征 值 是 op a 网 
此 ;如 果 m= 五 那 末 二 4.) 所 及 oz 他 ) 所 下 的 伪 都 是 1 的 % 汪 椒 的 和 。 
在 .上 : 面 从 引用 76 真 命题 38 的 系 反 命题 89 的 
人 一 (ED)， 
《ii SPDF,) = (F,) tSCFS) 
作为 迹 的 性 质 , 查 又 有 
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(Gi) FE Nm Om 时， 
SFR = (RD) NEF). 
忆 又 能 钥 象 下 画 那 样 表 未 : 

民 如 加 一 0D) ， 了 Fa- mo， 那 末 

BIFFY) = dS) “SEE 
也 用 这 些 锤 质 立 名 得 到 下 面 的 命题 : 
命题 9 如 假定 产 一 Pa 那 汶 ,一 pe 

{i wl) = ub, a VE. 

(ji) op tt) = x 0 + Ko CH}, 
(IV) pgel®) = Xn (0 Yn (F), 
更 由 定 坦 12 的 汪 2, 得 
定理 14 假定 pi, ps 是 斌 物 表 现 , 那 未 


(xp 和 rs =1 


它 里 做 单纯 特 往 标的 直 净 关 柔 。 

由 这 与 前 节 定 理 18 同样 得 济 下 面 的 系 。 

系 1 假定 6， pr 是 有 限 群 台 不 等 价 的 钱 约 表现 , 那 末 单 
纯 特 征 标 z，…， Xp, 在 妃 上 是 到 性 泡 关 。 ( 采 1 些 ) 

因为 x 部 是 4(G 中 元 , 4(9) 是 (C 上) n 杂 向 量 空 并, 于 
是 更 得 到 下 面 的 党 。 

系 号 芥 为 % 的 有 限 群 的 不 等 价 卫 利 训 更 的 个 数 不 大 于 mn (大 
照 后 面 的 定理 21) 。 

和 保 上 面 那样 , G 的 任意 素 现 p, 能 侣 由 谣 凋 雪 现 ca p+ 用 
昔 和 


0D, P17 Pas 
1, pi~ps. 


p=pt "pr 
的 形状 表示 ， 但 是 这 由. 在 Pily 9 Pr 中 也 许 有 等 价 的 ， 根 如 把 等 价 
的 分 别 集 中 ， 命 
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P 一 9ap 由 … 和 中 rarxpn Gm 是 自然 数 )， 
其 中 2 …，px 没有 等 价 的 ， 指 未 mi 吓 优 p; 在 。 的 重复 度 ， 用 
pipo 改 东 。 

由 上 式 开 朗 得 到 

Kp Met ps 
出 定 娃 ]4 更 待 浏 下 面 的 命题 。 

命题 如 《pl:pn 一 iy, on 

下 面 的 事实 大 部 是 宏 理 14 的 条 ,因为 是 特征 标的 重要 性 质 ， 
所 以 特 作 为 定 虚 提出 。 

定理 5 有 限 群 各 的 两 个 表现 pl e 成 为 等 价 , 必要 且 只 要 
Ho Yo, 

钱 明 p~o 于 zo 一 Xo。 过 兆 在 命题 3 中 永明 。 反 之 , 假如 
Xe， 有 上 命题 了 9, 寻 于 牙 的 任意 饶 葛 表现 p;， (Pp:p)=(5 :pi)， 
Pp~ oi:pD) PB Bp p00) BD op pr~o. 

‘证 毕 ) 

出 定理 14 更 下 即 竺 到 下 面 的 定理 。 

定理 16 假定 my …… p; 是 斌 移 则 更 ,pp 一 TIp1 轩 … 四 wp;， 
那 末 (Xo Y¥p) 一 7 十 十。 

系 工 p 是 抵 科 表现 的 必要 充分 笨 件 是 (yo xs) 一 1, 

再 这 最 后 的 系 ，p 是 否 是 证 香雪 现 可 以 稍 单 地 只 从 特征 标 x。 
深 害 瑾 。 

系 中 在 有 限 群 各 的 两 个 饶 鹊 故 现 pi, os 巾 ， 如 果 pa 是 工 航 
表现 , 那 末 张 量 积 表现 p 一 p13ps 里 是 陆 葛 的 。 


钱 明 (py Xp) AACEAC 


lo, -一 
一 一 一 > Xp, ig) py 《GE Km 人 Kp 《中 本 
gas 
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这 里 因为 ps 民工 程 能 攻 表 更 ,所 以 yorta) 是 1 的 % 乘 机。 因 噬 
ps (@) pa Cs} 一 工 ， 


所 以 (xpy Xp) 一 ep Wo CY Kp CF) 一 《Yo Kp) 一 十。 


例 5 候 定 4 是 有 限 属 全 的 & 斤 人 尾 容 ( 涉 一 定 是 朗 较 ) 泪 现 , 如 时 Xp=x， 
那 末 对 于 3 Ey 

(1} w(ta-t) =x(0, 

(2) xt | dd, 

(3) 要 如 xi) 一 2 吐 末 ,对 于 任 闪 XEB 有 pp) 一 P00) 6 (0) 。 

[和 解 ] 假如 一 那 末 xp 一 zp 因为 有 与 。 等 价 的 如 表现 ,所 以 4 开始 
作为 西 的 并 不 失 一 般 性 。 假 定 o> 了 (9) = (ps (0)) 是 o 由 画 扯 阵 的 去 现 , 那 
未 xm = 访 pa (a) 。 到 为 P(g) 是 西 的 ;所 以 

D PlaD (PO) PD, Wt xe) = PH = 

(2) :PW P(g 一 及。 因此 访 pa =1 [aite) | 1, 于 是 |x 人 | 
< 

(3) x(@ =4 具有 在 pi(@) =1, i 二 ly 昌 妇 六 (9) 一 着 时 成 立 。 汶 时 ， 
对 于 任意 xEGy PO)P(0) = Pa) P(e), IE ptoyptay -plapte). 

例 6 假定 在 4g~a-l (a 重 a-t 届 于 同一 并 类 类 ), 那 米 x(m ER 对 
于 所 有 ezE 如 如 果 z~w-i, 虱 末 特征 标 所 取 的 和 检 都 是 实 狐 。 特 其 5 的 特征 
标 都 取 实 数值 加。 

[ 解 ] 由 例 5(1) 磷 然 。 

注 苛 在 后 而 将 证 明 (41 亿 。 的 蛙 征 标 实 际 吡 有 地 整数 。 


§33 群 代数 44 (0) 的 构造 
在 上 定理 14 的 条 2 中 已 未 明 有 限 妊 不 相互 等 价 的 狐 鸥 天 


入” 因为 ss 1 这 是 由 于 可 以 由 定 基 天 环 贸 换 { 趟 樵 可 入 把 。 下 为 合 冰 司 交 
字 的 币 环 圭 换 的 习 积 ,3 与 SS 具有 相间 的 短 怀 交 数 ?而 两 蔷 提 力 共 籽 的 必要 计 牙 条件 
是 它 铀 有 共同 的 独 环 次 数 , 所 以 sg， 实 苹 上 F, 根基 全 疝 …… 有 1 一 人 机 


F139" 
会 pe 人) 那 宁 D1PD=t ,一 一 种 省 注 
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现 的 个 数 是 有 限 的 。 候 定 计数 是 9{G0 -9, pr pg 是 自 各 证 移 
喜 现 类 各 取 一 个 的 既 犁 表现 , 即 既 煌 者 更 的 “代表 和 桑 ”"。 这 叶 有 下 
本 的 重要 定理 成 普 。 

定理 这 慨 定 D 旦 有 限 样 僻 的 正则 囊 现 ， Ply *""y PI 是 大 
痪 料 示 现 章 代 喜 系 , 如 时 p, 的 缉 数 是 由 那 末 (p:p-1) = 品 。 

姓 明 慨 定 P01 mp 滩 证 明 Mey — 好 呆 。 由 命 
题 10, mn, 一 (os or) = 广 轩 加 (四 各 0 (r 是 9 的 阶 )。 但 由 8 39 
全 十 , 鲍 名 yp te) = oo 一 人 根基 2 二 6 于 末 xX,Lw) -0， 所 以 


Yep -十 导 "一 人 证 些 ) 
下 面 现 个 系 是 重要 的 。 


钙 咀 出 n=) 二 tz) 十 十 zs 人， 月 时。 

村 2 有 限 群 的 所 有 孟 欧 麦 现 是 正 划 表 现 的 子 卖 现 。 

例 1 6 的 奸 绝 表现 已 知 肥 革 等 圾 现 01, 交代 表现 pay 2 烤 英 现 ms 
三 个 ,因为 的 阶 是 56) 而 6= 志 二 D237 名， 所 及 上 的 朗科 丰 更 蚊 p1, pay pg 
下 这 一 等 价 全 27， 例 3, 但 那里 的 记 法 ~ 一 六 的 和音 另 与 这 里 不 问 ) 。 

假定 育 限 群 G 的 钱 役 囊 现 的 代 由 漆 是 pi，…, ps， 它们 的 末 
数 分 别 是 di，…， dd， 如 果 py 的 短 乔 表现 c>P,(0) 一 (27 i2))， 
性 本 Pp 好 (WE 4(G) 因为 如 j 了 是 自 1 到 dd, 灾 动 , 所 以 全 部 能 议 
得 到 总 江 个 4(G) 中 元 。 它们 届 伍 由 多 航 矩 障 志 现 的 代表 系 
Pi，…， A 所 硝 汪 的 基本 本 数 么 。 

定理 18 基本 两 数 未 形成 4(9) 的 基底 。 

锋 明 昌 Bornsids 定理 ， 基 本 泵 数 到 在 CC 上 是 线 和 后 甘 。 
并 五 宅 的 个 数 闷 虹 由 前 面 央 埋 系 1 等 于 41G) 的 灯 数 4， 扬 以 
由 $5 乞 得 本 从 理 ， 

定理 19 侵 定 有 限 嫩 如 的 解构 才 现 的 代表 系 po …, py 的 报 
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数 芬 别 是 心 , …， 轴 ， 那 林 如 的 车 代数 44G0 与 9 个 甜 陈 环 的 着 
和 和 加 (名) GB… 四 时 (, C) 作为 代数 是 同 构 。 
证 明 假定 p, 的 矩阵 表现 是 P, 一 (p89 ,前 定理 已 孙 明 2 
dj yy ds 2 9 构成 i 的 基 谋 。 但 由 定型 到 的 
肛 1 中 相 灾 关系 式 ， 命 - + py 一 6 得 


他 人 a “0, pg 基 所， 


eh = dyet, 


{88.1) 


这 等 的 ,了 = ?一 1，*… 9 显然 也 构 成 4(9) 的 基底 
划 果 对 -太史 一 之 oa em 二 GD ， 


QW = WD (8) 国生 和 人) ， 
著 末 和 -> 外 t) 显然 着 出 自 4 到 于 (0 中 Ed, CY 上 
的 同 构 表现 。 ( 施 堵 )》 
在 前 面 定 关 了 浴 的 下心 (& 30) ,对 本 代数 和 也 能 够 象 下 面部 冬 
熔 定 义 写 的 中 心 。 容 易 验证 
Od) = 一 oa Vac A} 
‘与 本 中 所 有 元 可 换 的 4 中 元 的 和 集合) 成 为 44 的 子 代 数 ; OCD) 呀 
做 代数 和 4 的 中 心 。 
me OCB A = OAD 和 再 避 Cd 。 
定理 加 有 限 群 昌 的 单纯 特征 标的 到 体形 让 代数 4( 提 的 中 
心 C(40D) 的 基底 。 
证 明 恨 定 如 的 获 菠 表现 的 代表 系 是 pn pu 些 示 明 特 
征 标 yp py 万 为 COCACOD) 的 基底 郎 可 。 
由 前 定理 , 本 10) 兰 蛙 11 人) 中 LTG 人，mE 4 人 他) 到 
大 边 六 td 人) BD… 甸 于 (Go, C0) 的 辕 构 映射 , 象 前 定 埋 玖 证 明 中 
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那样 ,用 忆 表 示 。 由 名 26 定理 3 的 双 时 (d,, 局 ) 的 中 心 是 obo， 
2 EC 形状 的 甜 陈 。 再 由 前 定理 的 证 明 得 知 人 8，(Z04,) 为 


因此 GORtes 0)) 的 中 心 龙 够 用 和 生成 。 于 是 成 为 毛 们 的 齐 
和 和 的 CCG)) 能 够 用 ze …， Xs 生成。 因为 zs “Xps 显然 是 
无 美 , 所 且 它 扯 构 成 CU 9G)) 的 基底 。 

例 3 假定 了 是 0C4(6)) 中 任意 无 , 那 末 
/= Xp Kp,» 

[和 解 ] 由 Cray xp 一 加 显然 四。 

6D 中 元 六 在 台 的 基于 类 上 到 一 定 什 的 , 序 对 于 任意 
2 YE 满 是 天) V2 或 了 92) 一 六 Ww) 的 国 数 ,时 做 避 的 
类 画 数 。 例如 特征 标 是 类 商 数 ,假定 把 时 类 分 为 其 巾 类 0 …， 
Cr 含 于 O41 …， 六 中 元 的 个 数 是 好 (于 是 安 几 -atG 的 
阶 )。 各 来 把 JE 4(O) 象 和 39 命题 5 后 面 于 以 写 碾 了- 沪 了 (0)， 
那 未 对 于 闫 画 数 了 白 各 类 0 选 代 表 苑 mw, 又 命 汉 4 一 六 ,就 有 
六 宝 广 oo) 瑟 类 醒 数 的 全 部 集 企 显然 成 为 C 上 辕 是 空间 二 ( 乓 
的 子 空间 Cd(G)) ， 因 为 入 是 它 的 基 司 ,所 以 宅 的 林 数 等 十 了。 

因为 44 的 中 心 C(t409) 中 元 显然 是 类 丽 数 ,所 以 
004) CO (CA))， 男 一 方面 , 对 于 任 总 车 与 任意 %E8， 
2X 加 一 总 00 一 下 4 因为 日 中 元 看 碟 为 44(@G) 中 元 时 二 
媚 ! 人 ) 的 基 容 ,所 以 了 ,EQOAIGY)。 因 此 中 (NCOU), 
于 是 OCAEG)) -OU 但 dim 0CA4(W) 胃 前 定理 等 4， 


车 同 为 Eo Epes "1 KPa 是 “td 人) 的 一 个 共 底 * 而 ECC! 0)) .所 尺 
f= 训 axps， 两 这 对 Xp 六 内 俱 ， 因 为 xewy xp 一 5 所 以 Ci on) 一 qu， 因此 


六 六 try Xpy) xp, ,一 一 由 省 注 
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所 以 9 一 *， 于 是 就 证 明了 下 面 的 定理 。 
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定理 氏 有 限 群 G 的 不 等 价 电 鸭 表现 的 个 数 ,等 于 的 长 片 


类 的 个 数 。 


例 4 乞 , 的 不 等 价 既 多 天 现 的 个 数 是 3 [ 例 D， 它 等 于 名 ; 的 共 帕 类 的 


个 数 5187 及 例 2)。 


由 本 节 定 理 19, 20, 其 G9) ,C4{ 的 ) 的 构造 是 明 最 的 。 尺 
出 前 节 及 本 闻 有 限 群 的 表现 能 名 用 特征 粹 较 好 的 来 得 定 。 特 别 由 


释 后 的 定理 中, 假 妇 人 有 9? rw 一 
人 3 ml 天 Ci Ca Ce 
类 Oi, ~ OC,, 及 2 个 单 指标 ~ _ 本 
纯 尾 征 标 py Ty Npa? 如果 Xp, Gl A 7 
yo 在 C 上 所 取 的 值 是 as， Zp, Bg eG 
那 就 得 到 (9 9) 型 正方 短 i | : 
Mpa ] nl Kh gr 
阵 。 但 因为 ~ 

了 一 

Ee Ce Ch = "nd, 时 (33 " 2) 


四 恨 进 六 ,Ar 是 不 等 价 的 西 的 朗 移 表现 ,其 吉 现 姬 陆 分 别 为 [oy (2)) ,te 入 (6))， 


因为 < 史 全 一 星人 后 ， 所 以 旦 (81. 允 (人 81. 人 部 得 
0， 当 ?HA 


a a 


合并 上 两 式 序 各 等 式 。 避 of 的 .a 的 一 卫 Biop, 
假定 :一 上册 加, 合 j=i 并 对 i 求 和 得 
(名 AC ) 一 全 加 2 = Bpn Bre. 
再 名 4 一 25 并 对 万 求 和 如 得 
2 
及 De) Kon) oh, 


因为 Xe 是 娄 通 数 ,所 及 之 Ra Gy Ca, 
当 “ 振 呈 庆 ?由 并) 式 旧 活用 闻 样 方 尘 朗 可 撞 出 


立 Hn ‘wa, 
.=I 


所 矿 (38.3) 式 碟 立 一- 嵌 省 注 


(1) 
好》 
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= By， 那 示 (Bwa) 成 为 西 答 阵 。 于 是 


3 Blin — 6 
所 以 Date 和 Bn, 
对 于 syE gf 号 = 人 所 属 的 其 地 关中 元 的 个 数 ), 独 各 当 oy 
时 ，, 命 30= 1 当 2zxgy 命 5 一 0 那 末 
Ot YD = (3 中 
在 第 二 式 竺 旬 命 -2 得 


号 一 所 
Fa -| "YO 
4 一 土 心 


YE。 


(33.3) 呀 做 特征 标的 第 二 让 效 关 系 , 与 它 相 对 , 也 有 把 532 尘 理 
14 叶 做 第 一 芝 交 关系 的 。 在 有 限 群 的 单 缠 特 征 标 之 疝 有 如 毕 的 美 
水 盛 立 。 

饮 5 关于 的 a 的 表 如 下 。 特征 标的 第 二 这 交 关 和 柔 由 它 容易 推 得 。 


C1 Ca Ca 

0) [08,8 [239,(18% 
m1 | no 一 时 na 一 从 
司 等 志 岗 可 | dl | x | 1 了 1 
交代 去 纪 和 | dr1 | oo ， 本 1 
2 向上 的 志 现 | =2 | x | ? o | = 


鲍 6 求 总 :的 所 有 童 帮 特征 慰 。 

[名 ] 和 象 在 8 80 例 3 的 才 中 所 示 ; 因为 和 龙 够 分 为 五 个 共 亏 英 ， 所 以 
有 天 个 妍 欧 吉 现 ， 莉 先 容易 发 和 塌 得 等 惨 现 及 变 代 表现 pa 的 特征 慰 。 一 
盘 , 茶 南 现 = 的 特征 奈 xs 用 183 页 出 3 形 中 的 记号 + 在 类 Da Ca Cay Ca Os 
中 所 明 的 值 分 四 天 四 oay asy 和 品 上 时) 假如 写成 一 (aay oa csy 4 26) ， 
显然 
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xp: 一 Cy Ly 1 1 1 xp,— (I, —1,1, 1, —1). 
其 广 , 候 如 把 $27 例 2 中 开始 所 壕 的 表现 6 ( 序 对 于 (了 2 ) EG 


wm 
局 延 障 st za 4) 对 应 的 nn 末 忠 实 表 更) 超 为 8=4) 屠 林 才 
xo= (4 2 0; 1 0). 
与 弛 27 例 2 同 祥 考察 能 够 分 解 5 有 4 四 py， 因为 %6 二 xp 十 Xp,y 所 以 
2 一 (3 4, 一 1 0 —1). 

但 因 (za x6,) = 证 全 Xx 于 6X 耻 ++ 人 一 了) 十 8x 0 二 6( 一 = 了 所 以 ps 是 
朗科 , 因 为 ps 是 1 烽 去 更 ;所 以 由 $ 32 定理 16 对 2, ps 二 Ps 的 ps 叉 成 为 底 穆 ， 
Xp = XpXp = CB 一 工 —1, 0, D. 

于 是 py 与 Pyy Po pa 中 任 … 都 不 等 价 。 因 汽 齐 个 童生 竺 征 慰 中 四 个 已 救出 ， 

肾 乒 一 个 能 够 山 第 二 由 变 关 对 求 贞 。 


站 | co 
| aa | aa {138) | L289 
| 0 8 8 6 

1 1 1 1 

-1 | 1 |) 1 1 -1 

1 —1 D 一 4 

一 工 一 十 | 0 1 

0 | 2 | -1 0 
| 


全 
可 


为 名 的 亚 个 代 央 类 为 ( 卫 一 人 2 有 的 代 区 一 人 二 了 有 分 ， 人 9 全国 


Cy by 
上 
中 由 


1 
)，(138 四 一 人 3 全， 所 以 on i, ) 
1 


1 [| JN00 

10 、 10 D000 
oo 1 ， 让 oo 由 oo oi ) 因此 

1 1 0 1000 


Xpm (4 2, 0 1i, 0 ,一 一 愉 者 注 
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#34 群 的 直 积 的 表现 


有 限 群 各 能 够 圾 为 芍 , 对 的 直 积 全 名 的 多 的 形状 
时 , @ 呈 做 他 的 让 积 因子 。 这 时 求 台 的 表现 的 问题 , 由 下 面 定理 
22 时 车 于 基于 各 个 直 积 因子 GF 的 间 题 。 为 了 在 定理 主 肖 的 过 程 
中 不 激 中 了 朵 ,首先 把 下 面 的 命题 讶 作为 准备 。 

命题 基 慨 定 仓 是 有 限 群 @Gi，Ga 的 站 积 ， 96, 9 的 共 更 奖 
的 个 数 分 别 是 9，gr -I，2) , 那 末 9 一 人 ga 

黎明 中 元 x 能够 写成 {wy ba) (GE Gin 的 形状 。 假 如 
Vy 二 (gn Ya) ,因为 yr 一 (gy ogg 所 忆 , 如 果 一 意味 着 
属于 同一 夫 塌 类， 那 束 【za 一 人， 92) 抱 拉 作风 ，09 忆 雹 ， 由 这 
谋 序 得 到 9 -493 。 

定理 骂 假定 全 ,Gs 是 有 限 群 , 9 是 它们 的 过 积 G159Gs, pr 
是 全 的 下 现 ,是 pi 的 表现 空间 =1, 为 这 时 亿 中 元 能 够 写 
万 人 1 0aj 6 的 ) 形 状 ,如果 玉 =- Vos ptt) = pi (em) pa (ma) 
EGL(D), 那 末 >p(w) 是 日 在 VF 的 吕 现 。 这 时 成 立 

CD xo 人 = yp (V1) * Yo (Fa) 。 

(2) pp 是 弃 蒋 的 必 改 这 分 茶 忻 是 p:，p; 都 是 解 移 。 
和 岩 如 如 的 谣 埋 表现 的 代表 系 是 pf 外 ，…，p80, 闭 未 gy9s 个 全 的 表 
现 的 "BOpg 人 二 4 的 是 全 的 斌 煌 表现 的 代表 系 。 

证 明 2p (lw) 是 骆 的 表现 及 们 ) ， 由 张 量 积 的 性 质 (it29 页 
例 8 及 195 再) 是 显明 的 。 

为 了 施 明 (22，, 首先 证 上 明 下 面 的 事实 ,假定 pi 是 你 的 另 -一 麦 
现 , p19pz 一 p'. 为 了 往 单 , 命 Xp 一 x Xp 一 后 Xp 二 XY; 一 济 ， 闭 末 
XX 在 (GD 的 因 积 xz， 和 成 为 x 基 在 (en 的 内 积 (x 4) 
询 稳 , 即 


(XY 二 《和 入) 《Ya 和) (34.1) 
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成 立 。 实 际 上 ,假如 Gh 的 阶 是 m, 因为 的 阶 是 一 mns, 所 以 
(= 习 x 了 国 
坪 已 妇 


工 


2 4 (ge) 9 {wa) 入 (1) x2 {wa} 


(起 AED (De a) 
= (Ky WL) (Xa 2), 
用 宇 能 角 立 邵 证 朋 (2)。 由 定理 16 戏 “Pp 谣 莉 命 信 胃 二 2， “ps 
斌 欧 仿 (xy 如 ) 二 23， 因 吐 ,各 果 于 (34. 了 ) 命 x 一 x'， 训 一 就 得 到 
“0 pa 谣 条 全 弃 欧 ”。 肥 假如 pr 或 ea 是 可 葛 ， 因 为 (xu 各 ) 或 
(xa Ya) >>T， 那 末 p 也 是 可 昔 。 所 以 (分 成 友 。 
于 是 ”ops >” 者 是 取 欧 的 ， 为 了 证 虽 它 们 能 饱 上 穷尽 的 谣 
胞 表现 的 代表 类 , 注意 下 面 事 实 。 假 定 巾 ，P: 是 与 上 同样 意 光 , 当 
py 6 是 弃 莉 时 ， 
Pp~P Om~p, pr~pa 
碟 立 。 这 由 (34.1) 与 特征 标的 本 交 狂 ( 定 表 14) 是 显明 的 , 所 以 
qu0s 个 的 刻 草 表现 pi 名 pp 的 居于 相 蜡 的 小 现 类 。 但 是 由 命题 
II 及 定 弄 红 , 因为 季 的 相 民 的 肯 欧 表现 类 的 个 数 正好 是 qq9s, 所 
J 巧 居 情 能 够 宅 尽 下 的 全 部 。 
村 有 限 群 能 够 次 积分 解 为 GDG 形状 时 , 允 的 镍 
和 菠 表 现 的 代表 系 能 使 由 各 因子 名 的 谣 匠 表现 代 圾 有 委 所 作 的 张 量 
寥 玫 出 。 ( 深 毕 ) 
例如 引用 $22 例 切 中 所 进 的 “可 换 群 的 基本 定理 ”, 那 床 全 
部 玉 有 限 可 换 业 天 瑞 的 问题 由 .上 定理 立 芭 得 到 迄 决 。 但 这 基本 定 
理 的 证 有 明 没 有 叙述 ， 因 此 在 这 里 对 于 有 限 群 来 补 赴 。 首 先 自 下 面 
的 命题 开始 。 
命题 1 假定 避 是 阶 为 nw 的 有 限 可 换 群 。 n=nns， (na) 
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一 那 未 作 中 阶 是 m4 的 蒋 数 的 元 全 体 的 集合 瑟 : 成 为 各 的 子 娠 ， 
莽 且 各- 五 :的 五 。， 

媳 明 ”车 示 扎 ; 成 为 芷 的 子 群 。 恨 定 习 , 人 7 和 瑟 : 即 2 凡 的 
阶 乔 是 和 的 葛 数 ,因为 (wy 一 2 四) ==6, 所 以 wx91' 的 阶 
世 蚌 mw 的 鸥 数 。 于 是 zy 全 吾 1 。 因 为 对 于 囊 3 岂 是 一 桩 ， 所 以 
五 ; 区 一 1 2) 成 为 他 的 子 群 。 因 为 邓 是 可 换 群 , 所 以 豆 ; 是 避 的 
正规 子 群 。 这 时 当然 五 ; 中 元 与 如 中 元 是 可 所 。 雪 此 只 要 证 
明 避 中 任意 元 2 能 喜 叭 一 地 写成 8 一 azs; 生生 五 的 形状 序 可 。 肖 
为 (nay na) 二 1 ,所 以 有 满足 器 有 十 afio 一 1 这样 的 加; 和 a 如 (1157 
磋 , ( 训 )。 寺 是 jw 一 wrewh 得 (wz 一 wg， 和 如果 命 
2 一 各， 那 末 IE 五 :。 同样 sm* 一 wyE 五 即 任 意 zE 好 能 馈 
表 为 wx3 WE 了 H, 的 形状 。 再 假如 wiwa 一 gfas Gy i 马 吾 (， 和 如果 
命 wig1 一 各 那 林 如 TI 2 一 6 ， 命 2 za 的 阶 分 别 是 T4194， 
涛 末 ilab 因而 may Way = 所 愉 ts 的 阶 是 mmz(158 页 引 理 
了 。 人 守 pa 一 所 及 ma 一 ma 一 二 即 加 = 一 6， 这 就 证 贿 了 多 
一 fa 表示 万 法 的 哈 一 性 ,所 以 好 = 五 :五 。， 

系 很 如 有 限 可 换 群 的 阶 有 % 质 因数 分 解 成 海 n= 六 
著 末 仿 能 够 直 积 分解 为 五 :的 名 吾 , 形状 。 但 二 ,是 由 全 中 阶 
为 王 : 的 于 数 的 元 双 体 构成 的 他 的 子 妊 。 

命题 13 假定 9G 是 有 限 可 换 群 ;和 如果 中 异 于 6 的 任 准 元 的 
阶 都 是 质数 nw, 末末 是 阶 数 » 的 循环 群 的 区 积 , 的 阶 是 wr 形 
状 。 

证 明 ”在 这 命题 的 证 明 中 , 开始 把 G 的 基本 算法 用 加 茂 法 的 
形状 窟 出 。 对 于 esE G, 和 如果 写 z 十 和 一 2w, 24 二 #38,…, 那 术 
Px 一 DG 的 单位 元 ) 。 于 是 对 于 和 EwEG, 则 XzE 人 唯一 的 定 
尽 , 莽 耿 然 满足 9 页 及 ~5。, 因为 包 是 体 (34160 页 ,所 以 人 
是 Z。 上 向 量 空 并。 但 是 有 限 , 所 以 这 向 量 空间 的 杂 数 也 有 限 ， 
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如 果 宪 是 7, 就 有 具有 + 个 基底 or(22 页 ,定理 甸 。 妇 站 中 任 
章 元 z 龙 链 唯一 地 写成 入 4 十 下 十 和 gr 为 名 的 有 形状， 因此, 如 
困 变 为 普通 习 法 的 记 法 , 导 末 “就 能 链 唯 一 此 慌 为 本 …ap 形状 。 
吾 ,= fm 时 显然 成 为 日 的 PD 阶 循环 羊 群 ， 而 人 = 
互 :的 … 的 开 。 因 为 吾 ; 的 阶 是 2 所 以 如 的 阶 是 

命题 14 和 急 如 有 限 可 换 群 全 中 所 有 元 的 阶 是 质数 冤 2 的 移 
数 , 那 林 吕 是 把 交 的 速 当 作为 阶 数 的 循环 群 的 站 积 (因此 好 的 阶 
福 是 疡 的 连环) 。 

三 明 假定 v=1, 那 末 这 命题 就 是 前 命题 ， 因 此 用 关于 v2 的 
担 秽 法 ,对 于 v 一 1 假定 命题 纪 主 明 , 迷 证 朋 v( 庆 2 的 情况 。 

假定 把 中 各 元 了 卫 的 集合 {zrizE 引用 史 者 示 , 沽 未 9 
成 为 上 的 子 群 。 次 际 上 , 2 YEG 时 (一 1E Gr, 大 
用 如 中 各 元 的 阶 显 然 是 售 开 的 药 数 。 所 尽 由 妇 炳 证 揭 假定 ，@" 
是 把 p 的 连 乘 作为 阶 的 循环 车 的 过 积 。 合 假定 名 = 五 1 的 Er， 
二 := 1) 于 是 gr 是 a? 的 阶 ， 轩 而 
0 的 阶 是 条， 人 辣 4 一 长 at 4 
一 五 一 人 由 是 用 四 ,er 生 丰 的 全 的 了 于 群 。 要 证 明 
二 一 4450 在 这 里 只 要 证 咖 

0 pH 
部 可 。 由 由 害 wo 一 a 的 HI。 所 及 
二 vimodp") 。 仿 并, 所 以 有 满足 5 一 J 一 pp; 的 pi 如 因此 
电 上 汇 就 得 到 Ga 一 但 要 GE 4 汶 -… 史 IT 是 丰 积 , 因 
于 5 二 0 fmod og ,BL vr pp 0mod pont, 

于 是 命 从/4 一 开 , 因为 G 二 4 一 下 一 Ga 所 以 他 中 任意 元 如 
朱 ? 汪 就 在 4 中 ,因此 , 二 中 尾音 苑 如 果 2 和 梁 基 成 为 互 的 单位 元 
瑟 =4.， 所 以 近 一 五 或 理 成 为 满足 命题 1 中 假说 的 (不 是 单位 
群 ) 群 , 当 互 = 总 时 ,因为 多 = 本 一 4 多 … 罗 .44， 这 祥 就 达 汉 了 目 
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葛 。 在 后 面 情况 ) 慨 定 五 一 Ki 的 Kn Kj; {EE, Bi;, Bi, 
BB (9 一 2， …, 四 ,如果 BbjE Bi。 国 为 好 E99 一 4 取 适 当 的 
GE a, 屠 未 部- 咏 。 因 叱 命 册 =b07!1, 就 得 到 dE Bj, d=é, 好 
中 任意 元 和 显然 能 够 写成 
P= dr 
GO Jy pH; pw—0, J, ~ Pp—1), (34.2) 
又 因为 NAu 在 上 面 范围 内 变动 正好 是 了 的 (六 人 二 1 二 3 采 ， 
序 正好 能 够 得 到 (4 :DO :也 =(G:3) 个 区 ,所 以 G 中 元 象 
(84.2) 秋 料 的 妻 示 方 法 是 哗 一 的 。 于 是 命 万 {6, di …, 四 壬 
就 得 到 9 = 十 的 0 40D00 的 五 ， (证 毕 ) 
由 命题 12 的 系 及 上 面 的 命 厦 14 得 出 下 面 “ 关 于 有 限 可 换 群 
的 基本 定理 ”。 | 
定理 33 有 有 限 可 换 妊 能 够 才 为 特殊 群 的 直 积 。 
例 1 (0) 命题 12 中 瑟 拘 阶 是 证 ， 
(2) 命题 12 系 中 豆 ;的 阶 是 王 +， 
[ 解 ] 证 月 {加 沪 太郎 可。 由 命题 1 ITi 的 阶 是 py 的 连 深 地 i。 因为 


=I@…@TIx， 所 以 的 阶 WR 一 pyi…p 基 二 Pep 。 店 质 因 数 和 分 解 的 唯 
一 性， 二 一 下 全 一 工 9 


由 定理 呈 , 件 泡 有 限 可 换 群 他 能 名 用 逢 环 群 Ga，…，G@y 的 让 
各 人 人 的 人 的 形状 写 出 。 因 此 ， 根 如 GF 的 生成 元 是 @, 宪 的 
阶 是 mw, 那 末 全 中 任意 元 % 能 名 叭 一 二胡 为 
T= 
1 a by!e., 

一 [ {是 做 曲 的 基底 。 .上 面 定 理 叫 做 
一 -一 一 一 -| 可 换 群 的 基底 定理 。 

， 加 ! 侣 23 四 元 群 (Klain 的 四 元 群 Vierergruppe)。 
,| 记 1y 6(2(3 和 ,b=(1(24),c=(14 
。 | 。 | 5 4 | 1 | 色色 四 个 元 构成 的 各 的 子 群 9, 叶 做 四 元 群 。 这 

群 丰 的 群 表 如 左 。 它 显 狼 是 可 摸 玫 。 息 定 久 二 {1， 
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cj Ce 一 《1 是 Ge= 1 那 未 它 拉 玫 是 和 的 阶 2 的 御 环 子 群 ,而 = 人 7 
的 邓 3 一 丰 8 的 G 一 好 3 国人 的 基底 能 鱼 取 人， 在 和， 二， 1 9} 中 人 竺 一 个 。 
‘ 象 这 伞 , 淄 底 的 取 法 一 般 不 是 唯一 的。 
由 170 页 的 例 与 上 定理 2 的 和 对， 及 定理 23 立即 得 到 下 面 关 
于 有 限 可 换 群 的 饰 煌 表现 的 寺 葵 。 
定理 给 假定 他 是 有 限 可 换 群 , G 一 的 名 区 Bi 是 他 的 循 
种群 GiGi 一 J，…, 站 的 值 积分 解 。 加 果 全 的 阶 是 nti, 它 的 生成 元 
是 as 命 5 一 exp CQzM 一 工 ym)， 那 末 台 的 孟 构 表现 都 是 革 入 ,由 
G IL= 0 
箱 出 。 这 里 mw 在 mod wn 的 剩余 类 上 变动 = pp 门 。 

泽 匡 ”假如 1% 分 蝇 取 0 1 … 有 5 一 工 的 值 ;就 得 到 G 所 有 的 贤 移 胡 吏 。 
因 玫 如 的 是 构 才 钢 的 个 数 是 po…#y 一 #( 妊 的 阶 ) (这 由 $30 例 1 及 $3 是 
理 21 自明 )。 象 3 强 中 福 写 孝 梯 ;这 时 台 的 遍 欧 表现 与 8 的 特征 标 一 致 ， 
把 8 的 特征 标的 集合 用 GY* 雯 未 如果 xonoay XngmsEQ* 的 积 用 
Xt 为 可 揽 群 。9* 尼 然 与 合同 攀 。 如 叶 柚 悦 
的 特征 标 早 ,6 全 G4* 这 事实 , 央 做 关于 可 摸 群 的 特征 标 娠 的 对 侦 定 理 。 


35 话 导 表现 
假定 9 是 尾音 群 , 豆 是 它 的 子 群 , 其 出 五 的 一 个 麦 现 ,这 
时 能 够 象 下 面 那 样 作出 好 的 表现 p。 


假定 只 是 = 的 表现 空间 ,在 把 如 作为 定义 域 , 取 U 中 值 的 诡 
轨 产 9，… 的 集合 全 中 , 如 果 由 
FT 人 ta) FD Tg (9EG)， 
Qf) (8) 一 和 (EC MEC) 
引信 糖 性 算法 , 那 本 瑟 成 为 (CC 上) 向量 空 阳 。 假 如 对 于 任 介 gE 
5E 及， 满足 


Fa =o (0) Fe) (35.1) 
的 到 中 元 站 的 第 合 是 这, 那 束 政 显然 成 为 玉 的 于 空间 。 令 对 
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C9 写成 了 tan) 一 了 (中 ,最 然 fE 玉 ,假如 了 EF, 因为 了 (B90) 
一 et = oF) -of 所 以 亡 EF。 假如 由 Po) 六 
一 fs 要 定义 pf) , 那 就 立刻 得 知 po) :万 -> pl E GD 站 ， 
兰 且 

pigy ) 一 户 人 JP 
因此 p 成 为 如 把 斑 作 鸭 表 现 空间 的 表现 。 这 pp 昨 做 由 好 的 表现 
0 诱导 的 GF 的 诱导 表现 。 

令 假 定 全 是 % 阶 有 限 群 , 五 是 它 的 芥子 群 , mn- 外， 于 是 

人: 一。 把 他 闫 分 为 关于 mod 五 的 右 剩 余 类 ,假定 

=Ho+…+ Hay, 
又 候 定 dimU( 一 go 的 般 数 ) 一 加， t5w 是 上 的 一 个 基底 ,这 
时 命 

{2 (qn) 一 51 
en =o (hfston, HFIPLEH, 
那 林 kt)，g 和 4 已 冠 义 , 容易 得 知 fi EV 并且 这 等 下 ;， 
的 基底 。 实际 上 ;假如 了 是 中 
任意 元 ,加 兴 
f(a) = Bh, 

显然 六 为 了 一 如 hfy 人 ,所 以 六 能够 用 六 竺 或 ,天 因为 hy 
=—0—>h;=0, 所 以 记 ii 是 无 关 。 于 是 p 的 报 数 dim 一 m8， 

再 假定 {，…， Ww} 是 如 的 起 慎 时 , 玫 示 985) 的 矩 承 是 
之 厚 一 Ga))， 取 上 上面 太 的 基底 户 :， …， fw 求 考 碟 裘 示 p {xr) 
的 符 当 已 应 该 成 为 如 何 形状 ? 

对 于 zE 好 , 国 为 gw 在 甘于 mod 五 的 某 右 剩余 驰 中 ,假定 尼 
是 吾 ar。 =? 了 wy 站 是 sg 与 1 的 两 数 , T's, 1， rw, 是 

心 因为 了 ， 衬 2675 是 台 允 于 互 的 分 类 的 类 商 数 , 新 以 比 转 光 条 在 号 和 一 1 
2 襄 的 证 郎 知 必 调 相等 。 一 一 府 者 注 
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1, 2 下 的 一 个 剧 删 。 更 在 命 Wr = baer tdiE HH), 由 PLL) + fu 的 


PT 六 —Fu law) 一 5 {bri) 一 器 (CB) Fis (er) 


一 人 pe (D1) 2 一 人 pa Bf (pn) Hay 
因而 
和 一 二 ，- 


PI) fij= 2 Drsps bi) fts j=1, .oa 
于 是 (Go 这 样 的 人 有 型 答 障 是 表示 置换 (1, 2, …， 而 一 
(vp DD Vv 和 ) 的 敌阵 ，Go (的 ) 一 (ss (earz) 这 样 的 
Cm 2 型 给 阵 不 难于 卫 全 ， 瑟 人 能 甬 由 把 (3) 捧 健 中 的 0 用 
Om,m 赫 换 , 在 第 了 行 第 ? 刻 的 工 用 卫 人 po) = 了 (aoarm 替换 得 到 
是 容易 理解 的 自 。 


四 和 由 p14 一 疝 和 i 汶 st)fiss 合 1-1 2 得 
1 了 
PE F101 Ss BF es Ss UT Ee Ss Dr) fh 。 
= 下 一 =. 


举例 j=l 2 mW pF 的 i 3rea 
号 上 式 的 完全 一 样 , 因 为 只 有 工 个 (敬一 1 所 以 


1 DT yp Fm lm 
于 iT 
PEF 十 0 十 … 汗 0+4 sb) Fp) + -0 


pa 一 0 十 … 十 040 十 …-0-.. 二 (机 soap- 0 二 -03 


网 


Pm f=0+ .0+ 日 十 … 寺中 十 …， 有。 :0 二 0, 
其 中 sisap) 基 StCpp) 的 烘 降 元 。 是 pe) 只 了 的 前 空 行 具有 有 下面 形 式 
OD QR Bal OO 

的 1 O00 De vo gl 7 Sp OO 
现 列 如 有。 。 交 疯 
共有 天 个 加 行 rt 列 扒 障 , 其 中 只 第 个 不 为 0， 

对 于 其 他 的 行 岂 一 梯 , 但 向 于 只 有 一 个 & 能 使 如 ( 的 一 2 是 且 了 二 cd, 所 忆 在 PP() 
的 第 如 二 工 有 到 第 刚 二 全 这 不行 中 只 有 第 d 个 末 行 加 列 的 乱 承 不 为 0， 其 余 共 于 
个 都 基 0. 

因此 pt) 对 了 于 世 铭 1 的 表 纲 爆 障 是 .E 面 所 设 的 那样 。 一 一 全 者 注 
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上 面 的 8 可 以 看 成 4( 吾 ) 中 元 , 对 于 0E 号 被 定 多 取 已 中 
值 的 西数 , 砍 一 - 艇 对 于 gE ACH), 3 和 ,由 
gt{w), wEH, 
tN 
9 (%) t 0， vw¢H 
定义 及 后首 (人命 
Pa (wx) - se (x, -1， “+, E) 9 
胡来 
人 
P(g) — : 
PR Pr (Fe) 
实际 . 上 ， 很 如 六 天 六 那 末 Pa (mm) 一 {Shey (qe) ) = On ma re (Cw)} 
一 Sleep 一审， 所 以 上 证 臣 立 。 
特别 息 ， 


(419) — SP (®) — DS Pak) = 加 vn) (85.2) 


例 1 假如 太 二 {4e}， 那 林 是 在 正 刚 考 现 ;假如 各 = 王 ， 那 末 o~0， 

例 2 避 一 乞 ; 的 子 群 五 一代 :L 芒 了 的 屋 业 去 现 有 入 等 帮 现 ,交代 表现 两 

= 求 分 别 由 它们 邯 导 的 全 的 帮 更 po 由，2,， 假定 他 一 五 直 十 如 "人 f3) 十 本 
.@ 驴 ， 求 音 由 并 的 交代 表现 蓄 导 的 延 障 表现 朗 得 F 面 的 竺 果 。 


i 
0 因 海 Kp (2) — 2 SPrx (x) » 这 里 Dy (2) =0, 当 I) Py 【全 了 
pp 但 这 时 Gap 所 有 Gt 一 Ban 因此 各 一 Massdzl, 于 
臣 只 有 存在 全 一 wwrazlE 下 时 xpt0) 季 0 菩 晶 
Rp i BP Cr) xr [Be = Xo (tara!) 
六 因为 , 俱 如 dwranls 可 那 末 对 于 任 语 下 中 元 (aaa EF. 机 乓 razl 与 
for tex) 贰 者 芽 县 都 属于 吾 。 因 为 yy 大 个 ;所 以 
Xp 区 = 于 2 Xo eT), 
ye 

sreH 1 | 

1 0。 着 入 ， 下 来 上 式 可 遍 咸 和 的 一 于, 司 史 (v4 实际 


上 ;如 果 六 (办 一 x, 那 未 上 式 中 的 4 语 为 yaw yyE 及 的 形状 ;关上 的 (v4-1) 0 -一 一 
群 省 注 


把 如 舍 部 (二 一 
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:1 0 0 1 0 0 
ow 0 1 0 ) PVCL DY = { 0 0 一 I ) 
0 0 1 0-1 oD 
0 1 0 0 nm LI 
| 1 0 0 ) | 0D—1 ) 
0 0 ~—1 1 0 0 
0 0 -1 0-1 0 
reaar 人 0 1 ) PS (1 9 2))=: ( 0 0 1 } 
0 1 10 1 0 0 


了 PD 显然 名 侯 将 PD 中 一 1 都 用 1 符 换 得 是， 因此 
和 一 人 4 OD xan (3, —1, 0; 
把 它 与 $33 例 5 的 表 比 述 , 赤 然 上 有 下面 关系 
PV=pBA PPD=P9Dts, 

该 里 ， ry pay Ps 分 出 秆 他 的 得 等 表现 ,交代 表 坦 ,2 才 斌 葛 去 现 。 

对 于 上 面 的 gE 4( 吾 ) 但 geE 4A(G) 对 应 的 映射 是 白 A(H) 
到 44《09 中 的 同 构 映射 , 但 对 于 了 E41G) 使 它 挤 瑟 的 舌 小 了, 五 
一 了 对 应 的 孔 射 是 自 4(G) 到 4( 瑟 ) .上 的 同 坊 映 射 。 

例 3 概 定 5 是 如 的 性 次 专 班 ， 球 林 6 到 五 多 和 凑 下 6 开户 粹 出 二 后 
去 现 6 的 卖 现实 间 与 5 的 相同 ,但 4 是 嫂 森 , 户 不 一 定 是 既 构 ;。 如 了 的 
生 阵 下 更 是 G 30 了 Pt) = (ppto)) 邢 末 六 的 一 个 生 阵 去 现 能 够 用 1 3y 
一 用 (人 三 (DD) 葵 册 。 

对 于 9GE40TD , 命 久 -让 显然 产 :名 :9. 但 对 于 FE4(G)， 
加 时 命 了 一 9, 一 般 加 = 疡 与 了 不 相同 。 这 是 因为 了 与 疡 对 于 玖 
中 元 束 初 局 的 秆 ,从 对 于 2 五 的 富 户 (w): 0, 而 了 (6) 一 般 不 为 
0 :rz 英 有 全 Poy 一 0 时 ， 并 凡 限 于 这 时 ，7:- 疡 ) ， 于 是 下 面 的 命题 
命题 15 gE4CD) 时 , f01=fog). 

让 明 很 如 # 作 十 , 那 表 了 四 出 (人 一 ogg =0。 假如 

EH, 未 了 OD 9 -PD gD) -7 gy). { 谣 堪 ) 
殷 定 6, 也 的 类 两 数 (3 33) 的 全 体 修 别 用 OtG), 0(H) 玫 
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示 , 那 示 0(G),， 00 六 ) 2 4 0)» 半 ( 豆 ) 的 可 换 子 环 。 如 果 
gEU(H) 不 一 定 90ECUG)， 


oo) ~ 了 9 0 (mam 1) 


是 QC 中 元 。9 入 戌 为 自 CCD 色 0QGO 中 的 弹性 映射 。 
例 生 用 这 记 法 ,上 式 ‘35.1) 能 种 写成 下 面 形 状 , 假 各 避 出 豆 的 表现 s 
亏 导 的 表现 是 p, 沸 林 
Kop— Xort, 
在 4(G) 中 ,对 于 方 ; 户 E4( 的 ， 能 够 由 
SE A 
定义 内 积 奶 31)。 与 这 同样 意义 ,在 4 (五 ) 屿 义 的 内 各 用 
gy 9 一 于 加 9 的 9 gaE4() 
表 东 。 这 时 下 面 的 定理 成 并。 
定理 中 假定 ,9 分别 是 Pf 的 ，0O(H) 中 任意 两 元 , 那 末 
(Ff, 9) — Af, 9 
万 站。 
二 时 例 对 robenius 的 相互 律 。 
斌 是 中 豆 用 下 面 的 引 理 。 
引 理 ”对 于 如 中 性 意 元 y, 使 sez1=-3 这 样 的 人 中 元 Go 
前 租 (&, 四 正好 只 有 m( 一 他 的 阶 ) 个 。 
姓 明 2 身 忌 中 仁 童 取 ， 如 果 & 一 wr， 那 末 zwar 1 =y, 双 
于 3 一 下 立 ,必须 和 一 如 10。 
定理 由 Wi 由 六 的 定义 , 了 是 类 画 数 太 由 命题 二 得 


FOTIO Ean Df wa ) gear 


3 
_1 ly) OT is 
- 吝 站 (EBP 一) gwar 1), 
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所 以 
(f, 的 一 村 记忆 2 Prlwar-l) gg (waw™ 1) {35.8) 


在 这 可 边 的 名 更 中 。 如 果 zas 下 针 玉 ， 它 就 慧 0, 如 果 sax! 
yyE 玉 , 沁 就 取 与 /yg 地 ) 相同 的 值 。 考 由 对 于 兴 出 的 yE 王 
是 zaz 一 y 这 样 的 组 ta ,四 的 个 数 由 绚 玛 IE 好 只 有 到 个 。 抬 (35 ,有 
踢 右 动 关 于 这 # 个 (cy 2) 租 的 项 先 平均 就 得 到 


Cf, g9 = 霸 FF WI < 9. 


系 1 要 丰 p 直 由 右 的 可 到 诱 节 的 侣 的 表现, 如 内 了 是 
4(G) 中 任 登 范 , 那 末 


(Ff, tp) = Cf, rey. 
条 假定 pb, 是 的 钱 秽 素 现 , o 是 工 的 弃 移 表现 ,如果 p 
是 由 5 话 守 的 避 的 表现 ,于 末 
(p: pe = (pi: 79). 
序 在 把 全 的 既 欧 表现 p; 固 小 汉子 妊 互 所 得 到 的 凑 现 名 中 ,万 的 
饶 鹏 表现 9 的 重复 度 等 二 在 由 0 诱导 的 他 的 表现 p 中 pi 的 重复 
度 ( 也 有 时 这 系 做 Frobenins 的 相互 律 的 ) 。 
征明 直系 工 与 884 的 命题 10 即 得 。 
个 中 悍 定 的 扰 相 类 是 吕 ;…CeoyNf 是 如 的 子 群 ,如果 瑟 中 两 元 gyVs 
在 天 兴 罗 一 一 序 且 在 如 一 yyoy-1y EN 学 样 的 y 当然 四, ya 玲 看 中 也 
是 共 否 上 玫 日 属 于 同一 - 共 琶 业 , 扩 之 ;下 中 两 元 在 女 中 员 为 其 地 ,但 在 豆 中 不 
一 定 成 为 共 姑 。 因 上 琵 ; 候 如 并 的 共 屿 类 是 Dr; …， PD.，、 邢 末 GN 五 就 成 为 
儿 个 也 ;的 和 的 集会 。 售 命 CN = Dj 外- pi, 如 是 人 的 定义 匡 歼 , 即 
I zxEOy 
0， 了 条 人 
是 4) 中 元 慨 知 Ci 中 元 的 个 数 是 aa 巾 吾 的 表现 z 艺 导 的 如 的 天 理 是 
p1 虱 永 对 本 EC 


三 (人 =| 


守 nn 风 
Xp (TR 一 ne (Xpy % 一 -一 《Yey Hy. 
Ww 
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租 加 五; 中 元 的 个 数 是 让 Dry 341 由 这 部 得 
和 人 一 了 人 (Do I) + xo YD)) 
例 6 5 阶 交代 群 。 
5 阶 变 找 群 用 对 fs 袁 永 。 (因为 号 与 使 证 20 面体 重合 于 它 入 刁 的 运动 所 
形成 的 条 1443 页 ) 国 构 :所 以 也 了 叶 禾 正中 面体 娩 .) 9s 市 直面 69 个 置换 构 成 
(以 下 过 示 式 彼 汪 分 类 。C i=-1，…， 5 越 类 的 记号 )。 


cl 元 的 个 数 1 
Co 1 
(3 有 20 
[i 12 
C3 和 4 12 


CF 而 的 C4 Os 在 5 阶 对 称 群 宅 。 中 是 同类 ; 但 在 Ms 中 吉 0 属于 异类 ， 因 为 
个 5 一 对 5 十 对 5 寻 扩 ， 所 以 53 9E 和 ;在 六 5 中 虽 属 同 党 ， 洛 一代 玉 了 民 罗 时 ， 
在 vs 和! 不 一 定 属于 同 关 ) 。 
因为 gs 能 够 类 分 为 于 看 个 共 二 类 ,所 以 有 天 个 租 异 的 弃 煌 喜 更 类 。 幅 
定 它们 的 代表 骏 是 pa 1 二 1:…，5。 竺 叮 ; 妈 作为 己 等 表现 ， 
xu 一 Ly 1 ls 1). 
第 2 既 科 表盘 关 , 能 够 与 总 py GB 的 情 灌 (46 页 ,202 页 ) 辣 梓 求 得 . 妇 对 


-rrT Bi " _ 上 hr -1 
对 应 的 表现 要 如 是 op 于 尿 
工 FP 了 了 呈 


Xs= {5 1, 3 0， 0) 。 
与 203 真 同 拌 疾 察 ,因为 品 舍 详 是 明 怠 的 ;所 以 南环 p 一 四 ooy 狂 末 
天 pa 一 (4， 0, Ts 一 工 ， 一 了 . 
因为 (xp Xp 一 1, 所 上 po 是 第 2 饥 灼 其 砚 。 

为 了 求 江 F 的 三 个 Et 简 共 现 ,假定 出 8== (3834 本 Ed 朱 碟 的 ML 的 子 
车 是 7 因为 忆 一 记 ， es oay ass 1} 是 5 阶 循环 妊 , 如 果 合 5 一 ,总 术 肌 
TCO) ty Ta EE 0 1 2 3 4 
前 名 得当 互 的 所 有 三 区 才 现 。 假 定 由 这 靠 坝 现 话 导 的 3 的 表现 是 olte， 那 

末 po 是 3 条 表现 ， 下 男 求 pe 的 特征 未 。 
央 为 五 是 可 摸 术 ;所 避 它 的 其 元 类 都 是 上 内 由 一 个 元 构成 。 因此 1 类 分 
为 五 个 小 孝 光 , 与 O04 的 闫 深 列 如下: 
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到 5 一 人 1 十 如 9 二 5 十 如 + Os 
U UU ,3 3 
五 一 人 上 + {oe} {人 十 9} 十 4a 叶 
xo,。 1 24 El Sa Bn 


于 是 由 例 5 得 


80 | 60 的 ， 
xu 1x5 *1, 0, 0, "IxB es TaxB te ) 


一 612, 0 0, sr ep 二 E32) 
命 上 = 0 工 ， 2, 3 4 和 6 因为 a 二 Xeroy Xpm 一 my 所 忆 得 到 下 面 三 个 特 
om = (12, 0, 0, 2, 2), 


-Triv 5 135) 
2 3 对 4 


xo0=(12, 0,0, 


1] 一 总 - 
xom=(12, 1 0, -1 v5, 1+v5 ). 


2 | 号 
它 代 趟 是 章 相 特征 标 。 于 是 讶 这 等 雯 现 中 计算 肠 得 的 诗 构 去 艳 ozy £3 的 重复 
族 ; 把 pt02, pe, 2 更 分 解 


[ao pr) = Cp y Kp,) = 站 (Ixl2x1—1x2x12+1lx2x12)=1;, 


CAD ea) = (Xp sy Xp) -证 (和 12x21+ C1 x2x 12+ 1) 
x2x12}=0, 
所 以 分 解 中 一 后 6 
Ky 一 2 一 各 一 (1 一 车 —1, 1, 1). 
记忆 未 作 1 P29， 因为 Cory Xp 3 所 以 下 是 剩 下 的 三 个 时 区 雪 现 pg Ps 
Ag 蜀 面 采 必 假如 21 二 mina 国 Mans 压 T9psy 那 末 (xm Xs) 二 1 十 十， 因为 
9 是非 负 的 整数 :所 以 不 得 不 WI- rs 二 各 4 二 了 肥 因 为 C000) 一 0 CpD: 
P92) 一 下 所 以 分 人 能 -ps 国 启 59 个 合 p19 pg， 
vB 1-v5 ) 
4 四 
因为 (xsy pp 人 一 2 斯 忆 乱 是 my p49 Ps 中 两 个 的 过 和 , 辟 如 大 天语 生 5 那 


末 


4 
Rpt -pi .=(8, 0, 一 荆 ， I 


Xe Xes — Xos=(3, —1, 0, = 3 Ly). 
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同样 ,因为 Cp 说 3p) 二 0 C0 加 3p9) 一 J 所 以 0 中 = 内 区 ， 


人 名 
“os=(3, 0， 一 工 TY E I ). 


因为 (pg xp) 二 2 所 吏 
xu 二 xun 一 工 0, lr 外 3 ), 


它 叉 是 音 莉 特征 标 。 因 为 它 三 ps 不同, 所 以 是 第 个 衣 移 各 更 pi 的 特征 标 。 


= 


盟 后 一 个 特征 标 能 驶 由 第 二 下 交 关 条 求 得 。 
~ 类 Cl C2 Ca Cs Cs 
S| 一 - ~ UU 
这 
和 人 本 | 1 15 20 12 
征 标 -~ 
一 一， 一 1 1 
Xp I 1 1 ! 
Xp 4 0 1 - 一 
- - 
一 一 四 | 1 3 
并 上 上 一 好 
”| 
pp 6 1 -I ” | - 


5 36 特征 标 阳 的 各 种 头 

把 险 为 的 有 限 群 9 类 分 为 此 能 类 01，…, 0。， 如 果 C 的 代 
碧 是 m04 中 元 的 个 数 是 入 , 那 末日 具有 个 衣物 下 现 美 ,各 果 忆 
的 代表 系 是 pi pas 命 久 袜 如.(0) 一 Bs 那 末 (B) 硬 为 (g， 9 
型 西 短 陈 这 已 在 8 88 中 很 述 。 双 在 x, (a 或 B。 之 加 用 下 面 各 种 
3 Yr 

人 很 定 对 于 zEG, 是 在 §29 中 定义 的 4(6) 中 元 (部 
到 一 1; 4 天 9 礼 所 的 一 0 ， 对 于 各 05, 命 玉 = 局/s(E 4( 的 ) 
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(在 $29 命 题 5 的 意义 下 如果 拒 4 与 各 同样 看 待 , 那 就 有 六， 
-7 在 议 下 的 讨 葵 中 , 这 方法 考虑 容易 )。 于 是 六,* 玉 ;作为 
0D 中 元 的 积 ) 成 为 安 oo% 的 形状 ， 这 时 os 显然 是 自然 数 或 0， 
假定 sy, 时 共 更 ) ,容易 得 知 Us tyy 所 城 
民 瑟 一 袜 om (36.1) 
这 里 ezz 是 自然 数 或 0. 
现在 假定 Pr 的 年 陈 示 更 是 五, 那 末 之 P, (2) =— 全 和 Md,, C) 
(yy 是 pv 的 服 数 ) 与 PAy);yEG 中 任 从 个 可 换 。 实际 上 上 ; 当 z 在 避 ， 
中 变动 时 ,因为 yz 与 ry 作为 至 体 是 农 各 同 的 元 ,所 以 
P,(y) 于 一 之 上 1 P, tw) 一 之 Ps (ge) 一 训 P, (wy) 一 下 PP。 Cw) 。 
因此 出 326 定理 8 的 系 1 得 Tw 一 twBi(rw 类 从 ， 因 为 各 人) 
一 六 Pt Xp, 是 类 阔 数 ,所 以 
之 Yip, C2) = Mio, {01) = ,Ty 四 (36 - 2) 
驶 因 为 D009) 一 (DD) PP 9) ， 所 以 出 136. 了 IT) 得 生 
,ys " Ts 一 之 CA 
央 些 ， 
Toi Ty Tr. (86. 8) 
它 由 (86.) 稻 名 直接 重 写 为 x, (4) 或 8 间 隐 关系 。 已 是 西 答 障 
(中 列 之 间 的 关系 。 


息 ”因为 2 + 由 086- 了 及 Drteyy 一 Pr(2) Pye) , 即 得 


TpTy,— Pri tet Pr (Ch 二 ya 二 中) ) +» 
其中 2 
于 是 DosPy = PrE ta Ca Pr . 


把 产 淖 应 z+ 由 i 中. 习 得 
2 Trs= Pr | 如 curcn] ar Pr {Cry - 它 nTrr, 一 一 - 坚 者 注 
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由 (36.3), 双 得 知 Tw 是 (9， 四 型 短 了 (ay x=1.…4 的 特征 
值 。 由 这 事实 与 wm€ 2 根据 数 芥 的 知识 ， 能 饼 导 出 下 面 定 
理 。 
定理 26 有 限 群 的 了 葛 表 更 的 航 数 是 所 的 阶 数 的 葛 数 。 
在 这 定理 的 放 明 中 ， 人 代数 整数 的 概念 与 定 的 简单 性 质 部 是 和 需 
要 的 。 肥 因为 定理 26 是 优美 的 定理 , 对 它 的 证 明了 世 有 兴趣 二 此 
说 得 不 更 部 正题 各 这 . 续 仿 浊 加 下 (和 白 束 更 询 的 开场 吓 不 欢迎 这 样 
“ 病 开 正题 "的 证 明 的 ,但 是 其 他 简短 的 证 明 至 全 还 没有 得 到 ) 。 
首先 是 代数 问 烙 的 定义 , 最 高 次 的 又 数 是 1, 其 他 系数 克扣 台 
这 样 代 数 厂 程 的 根 ， 吓 做 代数 整数 ， 代 数 整 数 全 体 的 集合 用 退 示 
未。 显然 了 一 4 二 交 
例 1 之 中 元 约束 乘 根 足 代数 整数 .例如 VE V3, V1 一 TY -3 
呈 的 3 纠 根 ) € 4， - 
讽 2 假如 ae4, 屠 未 ze 4， 
[和 解 ] 因为 把 a 作为 根 的 实 系 数 代 梁 太 程 也 把 # 作 为 很 ( 套 肛 112 站 
命题 57 的 谣 明 中 后 通 ) ,所 以 显然 成 立 。 
命题 志 很 定 上 是 有 理 数 详 了 是 代数 整数 , 那 未 EZ( 困 此 
艺 中 元 岂 时 做 有 理 整 数 ) 。 
解 明 根 定 部 十 at 十 十 国 一 Di, 开 有 二 是 有 理 狼 。 
有 现 数 能 够 写成 E -2 ， ,5€ 名 (4, 50) -1 a>0 的 形状 。 这 
时 话 明 一 部 可 。 把 E- 二 代 大 上 方程 由 分 怀 得 
加 十 CBE Tt" C= 0, {36 ,4) 
如 打 < 革 工 , 邢 就 可 2ia 这 样 的 质数 Dp 因为 (6,8) =1, 所 以 p48. 
但 由 (36.4) 得 
Pr aad) , 
这 右边 能 用 pp 式 尽 ,而 左边 不 能 上 用力 除 中 ,由 这 不 合理 即 得 6=1， 
命题 17 由 莹 中 元 构成 的 正大 矩 障 的 等 征 值 是 代数 整数 
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旺 明 假定 os 和 及 6 了 一 I，…; 7 国 为 蕊 成 为 环 ,所 以 矩 随 
4= law) 的 特征 多 项 式 Bs (om WI74 页 } 最 高 识 的 系数 是 工 其 他 系 
数 是 台中 元 ( 穴 照 74 页 例外。 因此 4 的 特征 值 , 朗 4 (2) 一 0 的 
根 是 代数 整 烙 ， 
聚 。” (36. 人 ) 中 Tw 是 代数 整数 。 
命题 18 代数 整数 的 和 , 差 , 积 又 是 代数 整数 。 
王 明 先 证 明 &, 9E 瘦 一 和 0E 半 ， 因 为 所 了 E 时 ,所 凡 有 
满足 
i ti (386.5) 
a (86.6) 
前 所 如 。， 令 对 于 p=0, 工 Rn 一; 0, 1 下， mm 一 上 二 作 
mn 个 种 fw 命 十 7 二 5 那 末 对 于 p<% 一 1 一， 
人 
对 于 v= 二 % 一 4, wm 一 I, 用 (036.5) ， 
Eyl — En Ent 
= El, 
因 海 居于 所 一 mw 一 1 有 也 能 恼 用 (136.6) 同样 改写 , 所 以 加 果 命 4， 
0 这 pm 个 和 分 别 为 (任意 的 , 但 依 一 定 的 病 
ja 一 mn 于 术 


Cs c 一 > i 
中 wj 全 到 所 以 $$ 是 由 台中 光 构 成 的 正方 矩 限 (4s,) 的 特征 值 息 ， 


,tt 
四 市 FE- (ya 一 { : ), 于 未 


ewe hls OU 
和 人 ,0 Ca on ( 2 
人 


名 2 第 3 章 .者 阻 群 的 吏 诊 
由 命题 17, LE 妥 ， 

5 一 1 所 生 ,50E 有 4 部 能 够 完全 同样 证 明 。 

村 生成 为 CC 的 子 环 。 

鲍 中 有 限 群 均 任 意 特 征 标 X 所 取 的 们 是 代数 整数 ，、 

[ 钟 ] x 所 取 的 信 是 1 的 避 怀 根 的 各 (194 丙 例 由 。 因此 由 上 例 1 与 命 
是 18, 显然 成 证。 


定理 38 的 儿 明 由 201 页 (33. 仿 ， 闪 %(0) X09) = 
所 以 由 (86.2)， 习 mw 区 加 一条， 但 由 全 是 1 爱 , rrE 太 ,又 
由 例 8 及 例 2, Zo, (4 ES 人. 于 是 由 命题 8， 全 E 人 因为 可 - 
是 有 再 数 ,所 及 由 命题 16, 也 -52, 序 吧 im 

例 在 全 sy 人 S35 家 的 于 的 科 玫 症 惟 娄 的 入 数 三 Gd, 忆 间 还 有 关 


| Jia| 46。 | 采 六 咒 =n ( 汇 理 本 对 荡 。 又 山中 到 
a， 618| 4113 | 少 有 一 个 ( 值 等 玲 现 的 次 数 ) 是 1, 这 者 
[| 是 大 家 知道 的 注意 这 事实 与 4 分别 是 
7 四 1 3, 5、5 的 情况 , 4 的 值 不 可 能 在 卖 中 所 


- . 示 的 以 外 ,这 只 要 通过 城 行 (天 其 将 导 内 
鱼 武 ) 就 窒 易 肯 饭 。- - 般 C 4 不 本 大 时 ) 99 也 能 够 这 梓 求 旧 。 

柄 吕 因为 在 (36. 如 中 显然 研一 导 和 所 以 gigx 王 0yx。 有 双 假 即 共 连 差 
{ 字 用 全 玫 示 ;对 于 Cy 击 人 中 元 的 蕴 元 形成 的 共 邯 类 (因为 2~y 地 XT~y1， 
所 过 中 元 的 邀 元 作成 一 个 共 萄 类 ) 用 Cr 宪 示 ， 于 是 由 (36. 了 ), 显然 et 
二 RD GR 一 pp。 叉 由 炎 合 律 (2 R1 二 (RN) 郎 得 


(3) 命 (p59po: pv) = Bano 那 末 如 wr 当然 是 自然 数 或 0， 
Pro ps = bonvps. 
因 丝 出 195 页 合 辐 9(iv)， 得 到 关于 Keytar) 的 英 承 


Yor (1) on (47) = baore 《sb ， (36.7) 
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宪 是 酉 知 障 (84) 中行 之 间 的 关 和 柔 。 

俩 6 假定 广 是 恒 锋 表现 ,Pw 荐 pv 的 反 步 穴 现 ， 在 hs, 之 则 记 与 例 5 

同样 存在 

Dapw—= ba Btoo 一 Pete 一 Bo 一 一 人 
| by Deve = 六 basob pwwe, 
证 明 世 与 例 5 的 情况 同僚 。 
俩 ? 在 多 ;的 情况 中 存在 

Pp = PDA (v=1, 2,3), 
Pa 多 po 一 站 1 POF3= PDI= py 
P373 二 Pi 和 pgps， 

这 里 er pa pa 是 依 限 203 页 例 5 的 了 法 。 

(3) 吕 中 等 于 并 的 个 数 由 他 的 群 构造 确定 , 有 下 面 的 定理 
327。 轿 为 这 定理 需 用 * 换 位 子 " 的 概念 来 急 可 ,所 点 ,首先 应对 此 有 有 
扬 襄 明 。 

对 于 zyE Goyer ao 是 他 中 元 , 宅 呈 做 wy 的 换 位 子 (com- 
mutator) ， 用 如 te 幼 表 未。C Ge 护 一 8 是 % 8 为 可 换 (cy 一 go) 
的 必要 充分 条 件 。 一 般 ， 因为 zy 一 Oz, yx， 所 以 O(w, 的 证 以 
考虑 为 表示 xz, y "不 可 换 的 程度 ”。 

全 BS C(x DO, 网 =e, C851, 22 一 2 的 3 

2 4 在 人 中 变动 时 ,用 Ctz, 妇 生成 的 邓 的 子 群 叫做 人 的 换 
位 子 群 , 用 G' 才 示 。 象 在 例 8 的 第 二 式 那 梓 ， 因 为 换 位 子 Cte 扫 
的 共 申 元 澡 (e, 四 7 是 zx7! 与 588 的 换 位 子 , 所 以 他 是 如 的 
正规 子 群 。 

命题 19 他/G' 是 可 换 群 。 又 假如 玉 是 昌 的 下 声 子 群 , GH 
基 可 换 , 那 未 五 二 多 

是 明 因为 wy 一 0(%,Dyz,0G,DEG' ,所 Lay=yr(mod G'), 
因此 /名 是 可 拘 群 又 假如 了 H 是 可 换 群 , 那 未 xy 二 yr(mod 五 ). 
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于 是 Ctw, 急 E 吾 对 于 所 有 的 jyEG 成 羡 。 所 以 CC 耳 ， 

定理 好 在 有 限 群 6 的 斌 物 夷 现 中 ， 般 数 a4, 一 1 的 个 数 等 于 
G 中 换 位 子 群 合 的 指数 :97)， 

证 明 假定 的 荆 狗 表现 类 的 代 下 和 pi，…, pg 中 6,， 
?一 … ,8 是 1 般 ， 其 他 (9 一 加 个 的 般 数 尝 2。 因 为 p,(9)， 
?一 ，…, 志 可 换 , 所 以 由 上 命题 ，Ker p, 一 G9'。 于 是 把 全 类 秃 为 
好 的 剩余 奖 , 上 =wG' 十 十 gm 时， 如果 wa", 尘 末 p, (5) 
二 py(t8)。 慨 各 由 py Co) 一 Pu {an 定 尽 Pr:G/G ~ 广 ( 的 表现 
空 疝 ) , 那 洒 ex 成 为 可 换 群 iG 的 鳅 物 表 更, 反之 , 可 摸 群 旧 / 
的 任意 旗 烙 表现 p 是 T 报 的 , 宇 的 楼 , 取 满 足 9 习 五 过 GY 的 届 的 
适当 正规 子 群 五 , 霄 为 吾 /G' 形状 。 于 是 对 于 zwEG, 如 果 pto) 
=PptwG") ,办 末 p 成 为 9 的 1 条 既 移 表现 ,因为 的 1 般 州 烙 素 
更 2 与 G/G' 的 饰 移 表现 Pp 之 间 上 而 的 对 应 显然 是 一 村 一 的 ， 所 
刁 两 者 的 个 数 相 等 。 央 为 8/G' 是 可 换 ， 所 以 它 约 个 数 等 于 GG/G' 

的 阶 (G :9 ， 
| Ca Ce a 
jx. 7 TI 例 9 在 四 元 数 群 {6 1, + 3 
“了 一 士 引 29 例 鸭 1 罗 为 站- 地- 一 一 荆 所 避 


和 的 扎 体 子 群 Ge -了 与 中 心 政 吓 
的。 又 闪 罗 类 是 011}, 0 
a 1 1 ~1 一 1 ， 《十 ， Ca 一 也 一 示 ?C4 一 一 分 ，C5 
| zx。 | 2 -1 0 0 0 | 二 {大 一 5 个 。 


各 /全 一 起 朗 和 9 它 星 扰 与 
四 元 群 纺 34 例 义 问 构 。 所 以 和 有 全 个 工 秀 斌 构 才 现 p1, pay pay Pi 它 的 特 
授 酚 (或 考 现 自身 ) 与 四 元 群 的 相同 。 因为 8 自身 不 是 可 斤 , 所 以 第 5 个 席 午 
才 现 ps 的 般 落 西 > 工 。 代 因为 8 一 卫士 ]3 二 开赴 吝 十 2 所 以 不 得 不 下 一 2 
xp 能 够 应 特征 标的 第 -: 真 变 关系 求 骨 。 共 畏 果 如 上 。 


(4) 假定 p 是 % 阶 群 人 的 4 般 径 煌 求 现 ， Gzw_>P(w) 是 p 
的 知 陋 表现 。 和 如 果 了 (w) = (as (的 )， 那 未 由 定理 12091 页 )， 
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pL (Caw) it (Br 全 = 5{(Son Ce) Cj (vw) 1 全 ti (Bb) ei 人 )| 


过 所 


= (Sow wouter) ) onta)antd) 


2 二 TE 
= 网 asi (0) 人 CO). 


把 第 一 过 与 最 右 让 就 多 j 二 1，…, 4 和 加 ,再 两 边 用 4 全 艺 得 
d To (ezBo !) 一 Xp(a) yo) (36.8) 


为 了 把 这 左边 变形 ,考虑 $ 的 无 规 化 知 术 (WW)、 把 G 类 分 为 
关于 mod 六 (8) 的 左 剩余 类 , 假定 GN 十 … 十 ynN 6)， 
m= (GT 有) 等 于 G 中 与 5 共 四 的 元 的 个 数 。 与 5 共 四 的 元 用 
2 Dn (Bb1= 5) 表示 。 又 闲 海 2€E ND OD! b, No) 的 阶 
一 站，(36.8) 的 左边 能 够 变形 各 下 : 


dv 


el 


eh | | 一 1 和 um 1 
,A \ayibs 下 ) 7 人 入 Kp (a Oa ) 


dn 惟 ， 
一 .和 一 pb, 
hy Fesl Xe (& 洲 四 


内 此 ,让 (36.8) 得 到 下 面 的 关系 : 
mx a) xe Ch) ad = rea). (36.9) 


这 是 庶 障 人 mw tao) 或 台 中 中 到 之 间 的 文 一 个 关系 。 

总 上 是 作为 芷 明王 面 客 理 的 准备 。 

定理 路 假定 G 是 有 限 寻 ,4(G 是 它 的 群 代数 , C4 (GY)) 
一 09) 是 44(G) 的 中 心 , 即 邓 的 类 画 数 的 集 台 。 那 末 yE A(G) 满 
足下 面条 件 中 ~ (V) ,是 XX 成 为 日 的 单纯 特征 标的 必要 充分 条 件 。 

(DxECIO, (Hi) (x, WD =1, (iii) x{e) E R, x te) >0. 
CV) (wT) = x (0), 

Ar) 假定 @ 5 是 全 中 任意 两 元 ， {51,，…, Bw} 是 与 5 此 幅 元 
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侈 体 的 华 合 了 时 ， 
mx(a) x th) = rte) (rlaby) + txtaba)),. 86.10) 
酝 明 这 等 条 件 是 必要 。 假 定 x 是 9 的 某 斌 和 狗 表 现 p 的 特征 
标 训 ; 那 术 太 ，(，(di7) 戌 站 ;已 在 $5833, $32 中 明永 。 央 为 Ye 
= (p 的 航 数 ) ,所 己 1i 这 也 汪 早 显 的 。 双 人 盛 剖 在 上 上 面 已 南明 。 
正面 示 多 ~( 思 是 充分 的 。 再 把 p 作 为 他 的 任意 低 罗 表现 , 那 末 
agofG) Xp 0) 一 2 人 te xo lab) 十 十 人 op (36.100 
豆 立 。 把 4 类 分 为 共 地 类 Ca …， Co 和 白 各 类 0 取 代表 590, Cr 中 
元 的 个 数 假 定 是 mw, 在 186.10) , 命 5 一 8 中 那 来 
YX 《GD 一 Ye) 《7 十 十 XDA ) 。 
在 这 式 两 边 卫 坟 xp 50689) ,就 1, …, 9g 相 加 ,部 得 
ye) (x Hp) — Ke) (xe (a)), (86.11) 
但 (x %) 是 在 40 的 的 天 程 信 虹 ), x% 是 44 的 中 两 浓 为 % 的 
积 信 29)。 在 (86.10) 中 把 x, we 互 换 , 完 僵 同样 竺 到 
We (HF) (Hey XA) 一 Xpofe) (Yo AH) (8). (86.11') 
这 里 因为 XE 人 (9 乓 以 :6 一 "x¥。 因 此 由 {36.11), (36.11') 
[用 :这 让 ] 得 


— Xa 和 
-LX Xn) 一 fe) 《Xp KY. 


AG 
x (le) 


但 (x,, x) = 二 2 (wp) 7 人 2 一 二 x er) = (0) ; 因此 


江 安 全 


AO) _ yola) yy ; 


尘 于 所 有 的 &EG 成 这。 当 在 色 航 表现 的 代表 系 {p1,…, po} 上 
变动 时 ,因为 Xa 是 C(O 的 基底 ,所 以 由 (i)， 


二 
x 一 个 ai 


86 特 证 标 湖 的 省 种 尖 系 Ba 
因为 【Xen Xs) = O04, 所 以 {¥, x) 一 > i | 2, (x, | 一 和 由 (ii) 
A 二 {x Ker} 中 必定 有 不 是 0 约 。 假 定 届 6.12) 中 的 使 (x， Xp) 0， 
绪 末 


0 := of 
x ke) Xp 


对 于 所 有 的 5E G 成 立 ,部 z 一 ozp (一 世人 ,但 由 的 ,lo 1 


更 由 (i 不 得 不 6 一 1， ‘证 举 ) 

基于 构造 简单 的 群 ,利用 定型 38 一 一 作为 国 数 方程 (~ (iv) 
的 和 纠 - 一 一 让 能 求 则 单 邱 特 征 标 。 

俩 140 4 阶 2 面体 群 DD 

一 般 首 空间 内 有 下 % 骨 形 P 时 ,把 PP, 重合 于 它 册 上 地 的 宗 肝 运动 形成 的 
群 叶 做 阶 各 面体 群 ‘dihedral group) ,用 
卫 , 发 东 。 候 定 PP 的 平面 是 a 它 的 中 心 是 
如 了 过问 下 让 = 的 丰 炉 是 ?5 下 精品 与 一 个 
(确定 的 ) 丕 点 4 的 起 趋 中 mm 那 床 号。 能够 
由 坟 1 旋转 知 的 许 转 4 与 粮 六 话 转 = 的 
疙 郝 六 生成 ,具有 eG32 1 图 36.1 
2 二 这 样 的 29 个 元 .在 生成 元 之 朋 a"=e， 2 二 =e， pp 一 gt 美 系 成 站 (这 里 
警 如 ob 表示 竺 施 行 赤 动 9 次 施行 运动 4 的 结果 ) 。 

特 杀 ,考虑 D, 的 情况 。 把 蕊 中 八 个 元 业 分 为 共 示 类 成 为 C1=1{e} Co 
= {0 C= Wy 41 a C= {by oPD= ba C= {gh=ha-ly w b= ha 
五 个 。x 慨 定 是 单 召 特征 标 , 因为 这里 和 省 区 与 它 的 逆 苑 属于 同一 共 坊 类 ; 由 
害 理 2350i)， 

Bry A) EXIM ED 2 ba 一 总 (I) 
成 让，。 双 合 X{9) 一 8, 屠 末 由 让， dg> 0 并 总 由 他)， 

XD Sm dx (uD Fa 2x{h)ad a x(n), 

2x ab =d(d x (a)) (2) 
成 让。 礼 它 代入 1)， 


2 + 98 x(a)) =8, (3) 


bis 第 3 章 有 限 群 的 委 更 询 


由 (多 的 第 一 式 ， 
X ai) = + 

{x(a) 一 d 时 ;由 3) ， 88.=8， 所 以 3=1, 于 是 四 (他 x(a)? 一 x(1)3 
二 Xtwt23 二 1， 并 且 (DX{ 站 XxX(8b) 都 等 于 土 ， 相 姨 用 入 让 得 到 

Xo wb) = rd) x xtan) =xie), Xob) tn) =xth) (HRB , 
xX(D xia) 下 等 于 一 1 的 必 完 是 伸 歼 个 (0 或 2 个 )。 因 此 加 束 xx 是 下 汉中 
X19 Xe Wgy 2 王 个 。 

人 fa 一 有 周明 (28 一 3。 所 以 4 2 并 且 直 全) 得 xf9) 
= Xt) 二 x tab) 二 09， 它 的 解 假 害 是 x 。 

一 一 - - 而 有 旦 , 7 334 (名 是 六 中 音 部 尾 
. _ ” 一 征 标 浪 足 的 必要 条 件 。 得 作 为 这 等 图 斤 
好 1 ' 1 1 方程 的 解 只 得 开 加， Xs 并 个 。 娃 且 因 


一. 1 
加 | 1 1 1 -1 -1 | 为 单条 特征 标的 个 数 正 好 是 5， 所 以 它们 
wl 1 1 1 1 4 粮 由 所 有 的 单 闵 特征 标 。 

2 3 这 转 征 标的 万 与 在 便 9 中 所 举 的 四 

元 数 弄 的 等 征 标的 才 完 全 相 同 。 忆 这 两 
个 群 不 同 构 。 一 般 侵 定 2 是 任意 质数 时 
对 于 阶 8 的 合同 样 事实 感 立 是 大 家 熟知 的 。 


iw| 2 -2 0 0 0 


$37 群 代数 妈 4C) 的 理想 及 罕 等 元 


假定 有 跟 群 如 的 共 王 类 的 个 数 是 4, 那 示 在 如 正好 有 个 茎 
狗 表 现 美 。 如 果 失 的 代 玫 系 是 Pl，…， po Pi 的 般 数 是 d, 那 末 台 
的 群 代数 4 的 与 9 个 甜 阵 环 的 误 和 和 和 (00 虽 … 中 于 (do, CC) 
闻 构 芍 事 实在 定理 19 马 明 未 。 在 本 和 将 引用 这 市 实 兴 研 党 作 : 为 
如 的 表现 空间 的 449) 的 构造 。 

假定 是 二 (的 中 任意 元 , 那 未 SS=A(G) .ff 显然 是 4(G) 的 
子 空间 , 寺 有 

SI A SearEs (87 .1) 

辜 正 。 

一 般 对 于 代数 总 的 子 空间 沪 ， 


8 a7 群 代数 4(0) 的 青 相 此 寡 笑 元 229 


SI3r RAIAarets (87. 2) 
盛 立 了 时, S 奸 做 是 的 在 理想 全 ， 
S32, R32aEs8 (37.3) 
碾 枉 时 , 访 是 做 五 的 右 理想 。 肥 
SI%, RAaSar, Es (37.4) 


成 站 时 , S 时 做 五 的 两 侧 理想 。 (37.1) 表示 4(G)f 是 4(9) 的 
天 理想 。 

钢 工 候 定 fe 4(G), 那 末 14(0) 是 4(G) 的 有 理 银 。 又 在 上 选 自 
针 (4; OO 人 @…@lidg, 0) 到 4(G) 的 同 构 对 屋 中 吕 (4y CD 到 4(G) 中 的 
依 知 果 吓 A440 那 末 4 人 0 是 4&(G) 的 两 出 理 起 。 

[ 解 ] 了 4(8) 是 和 4 的 石 理 想 是 明显 的 。 灵 六 明 < 是 4{ 鸭 的 两 草 
理想 时 ,只 要 证 明 跑 (d4, CC) 是 于 ( 直 ,0) 的 … 思 中 (yy C0) 的 两 侧 弄 想 艺 可。 
代 这 出 生 阵 的 孝 流 ; 淡 半 次 定 六 容易 明 据 。 

屋 2 3 是 下 的 两 侧 理 想 时 ,对 本 6 bERR, 定义 

名 一 各 E 信 人 全 -二 ProDE 5, 
那 米 这 “相合 美 条 "是 等 价 关 潍 ， 
r=b ob {md Sate =btb', wr 三 Pb (nd SY., 
所 以 人 中 甘于 modg3 的 "相合 类 ”(9) ws，(a7s 过 有 由 
(a yt C0) ag (Aa sy Cong DSS iam')g 
能 够 引入 各; 莽 , 积 。 芝 样 就 得 到 与 BR 河 态 的 代数 及 oq 态 ， 在 这 污 义 下 , 代 
娄 的 两 但 理想 是 与 群 的 正规 子 烙 相对 诺 有 的。 

象 在 8 29 所 叙述 ， 4<9 是 日 的 正则 表现 的 表现 空间 ,4 (好 ) 
的 左 弄 候 不 氏 于 作为 G 的 左 正如 娄 融和 的 表现 空间 44B8) 的 不 变 子 
空间 ,因而 水 9) 的 左 理 椒 上 又 成 为 的 表现 空间 。 当 EG,fFES 
时 ,加 果 pa) 了 -2fE 信 ,车 未 Pp 是 把 S 作为 表现 空间 的 局 的 左 正 
姑 表 更 。 


加 el 为 " 理 粮 于 代数 "之 简称 。 


课 省 法 


330 条 子弟 ” 帮 限 群 的 老 弹 广 
异 于 {0} 的 本 便 理 想 除 自身 及 1 之 全 不 再 舍 现 合理 想 时 , 宛 
吓 微 最 小 两 便 理想 - 周 举 , 异 于 {0} 的 左 理想 陛 自 身受 人 0} 之 外 不 
但 合 左 理想 时 ,时 做 最 小 左 理 想 。4(G) 的 最 小 左 理想 假如 作为 家 
现 空 间 素 看 ,不 外 着 证 更 不 变 子 鹤 而 ,所 以 生 吓 杖 话 狗 左 理 想 。 不 
是 皮 物 的 左 理 想 咱 做 可 构 左 理想 。 关 于 右 理想 世 是 同样 。 
出 定理 BCI71 页 ), 9 的 任意 表现 空间 六 合 其 他 青 吏 空间 广 
时 ,存在 满足 了 = 广 四 六 这 者 的 各 的 表现 空间 关 。 信 假定 
六 = 本 (G)， 导 未 对 于 44( 人 @) 的 任意 左 理 配 避 ,， g4(8) 中 有 左 理 想 
Sz 冯 在 ;使 
A400 一 与 1 ， {37 .人 
内 为 4 如) 有 单位 元 6, 把 它 依 (87.5) 来 分 解 , 假定 ew sr+ sy， 
SE Sr 刷 林 对 二 45 四 ) 中 任意 元 了 成 为 
| f=—f'e= fertfes. 
但 因为 是 左 理 柱 , 6ESi 所 天 feiES 因此 fs; 与 把 了 依 
(87.5) 分解 时 与 的 分 其 一 致 。 竺 , 如 困 了 = si, 屠 术 
81— 181 十 BiB2, 


让 分 解 的 唯一 性 ,时 一 si 8189- -0。 同样 强 一 84，#381 一 0 一般 环 
里 元 2 蒜 不 变 的 对 做 赛 等 元 . 双环 中 两 元 za 9 的 积 xy 及 gz 部 成 
方 0 上 时 ,2 时 做 填 变 -因此 siyss 是 相互 直 弯 的 车 等 元 。 所 人 展 定 
了 EA 那 未 el 一 六 Jea=0。 反之 ;假定 f84 一 了， 显然 fAE SL、 由 
由 上 入 基 下 面 命 题 。 

命题 20 4(9) 的 任意 左 理 想 S 有 党 等 元 s, 并 且 能 够 写成 
= 44G)s 的 形状 。 

例 引 0 时 徊 等 苑 ; 几 个 相互 具 交 豚 巷 等 元 的 和 又 是 宕 等 元 。 

和 价 革 在 短 陆 代数 味 frC) tC 用 和 在意 体 五 求 这 替 也 可 ) 中 ,Ei (只 是 第 
人 如 元 来 革 了 其 全 所 有 元 来 是 0 的 簿 随 ) 是 紧 等 元。 帆 如 $j 那 未 En 与 


JE 


TT 
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Ej 是 杆 互 眶 突 的 寡 等 元 。 因 此 ?+ 修 如 于 是 取 工 或 0 值 的 让 的 函数 时 ， 和 nn 
十 Eg 十 二 BE ry 也 是 暴 等 元 。 

例 5 4<0) 的 任意 左 理 想 能 够 分 解 为 证 焰 左 理由 的 让 和 。 

[ 解 ] 和 由 定理 自明。 

信和 恨 定 44G) 的 左 理想 So 能够 分 解 为 几 个 左 理 枢 98，…， 及 
的 证 和 : . 
So SD th, , (87 .8) 


把 So 的 深 等 元 50 依 (37. 全 分解, 命 
E0= 81 二 十) ‘37.7) 


秋末 a 是 性 的 地 等 元 , 并 且 当 i 这 7 时 5&8; 是 直 交 , 这 与 上 面 完 
全 回 翌 证明 。 

有 反之 ;假如 So 中 多 等 元 so 是 莉 样 ?个 下 交 客 等 元 的 各 
(3 有) 8 一 一 十 6， 是 热 So: A406o= 4 (9) 中 下 中 A 8. 
二 (9) 8 一 是 4(99 的 左 理想 。 因 此 , 恨 各 6 是 径 箱 理想 , 那 末 
So 的 深 等 元 so 不 能 使 分 其 为 (37."7) 的 形状 。 能 够 分 解 为 (87.7) 
那 翌 查 奖 徊 等 元 的 积 的 党 等 元 ,时 做 可 移 的 , 非 0 的 党 经 元 不 能 够 
那样 分 解 叶 , 叶 散 康 移 的 。 由 这 定义 ,下 面 的 命题 显然 成 立 。 

俞 是 红 假如 so 是 陋 移 窜 等 元 , 丑 赤 444G) so 是 G 的 既 秽 表 
现 空间 。 假 如 se 是 可 榴 畦 等 元 , 那 末 44G)yeo 是 的 可 物 表 更 空 
去 。 

由 前 面包 进 的 市 实 及 这 命题 得 知 , 求 台 的 饶 构 表现 鹤 奖 的 间 
题 归 赫 于 ' 求 4(49) 中 荆 稀 曙 等 元 的 问题 。 当 5 是 茎 草 灌 等 元 时， 
把 4CG) so 作为 表现 空间 的 既 鸭 玫瑰 po 对 做 “由 因 壬 元 5o 得 到 的 
表现 ”"。 反 之 , 既 航 表现 po 的 表 瑰 空间 4 的 中 理想 的 宕 等 元 s 时 
做 “和 让 表现 po 得 到 的 特等 元 ”。 肥 鼻 两 个 隋 葛 靠 竺 元 s，ss 所 得 到 
的 表现 pi, ps 是 等 价 时 , 咎 每 元 81，8s 时 做 等 价 ,用 81~ sa 表示 。 

命题 中 假定 si 地 一 工 2 是 4(0D 的 两 个 茎 鞠 乱 等 元 ,为 十 


282 第 3 章 ”有限 和 群 评 表 开 诊 
Ba 一 si 必 改 而 充分 的 条 件 是 4CG0) 中 存在 灌 是 8118s 下 0 的 元 所。 
奸 明 ”必要 性 . 假定 出 8 得 到 的 表现 是 p;，p1i~ ps 部 假定 岛 
4 :081 简要 (的 5&6 作为 表现 空间 的 局 构 贞 射 8g 在 在 。 对 于 4 (9) 
中 尾 瘟 元 7, 9; 假如 把 p; (让 作用 于 


A(G)e 人 4(G)e， gar€ 4(G) en 显 跨 
| |。 pi 站 82 一 ar。 
兰 用 人 @ 


AlGlss -一 > A(G)es 
Pet ) yo (gen —9p fg. CD 

人 守 浇 定 2ts = 万 ; 在 则 如果 命 了 一 9 一 s1, 那 末 8 六 一 访 。 因 为 
84 基 0 六 省 同 樟 映射 , 历 愉 户头 D, 双 央 海 户 E 症 (人 ea 所 以 访 ga 
一 广 。 于 是 si 5s 一刻 于 0 

这 分 性 . 假定 21f183 一 fa 天 0, 对 于 和 (5 红 中 元 981) 局 98 
对 应 殉 觅 射 加 困 是 pg 因为 ger fa (5g61 1) 59S 4A(G)8a) 所 以 p 
其 自 44Gj si 到 4 aa 的 钱 性 岗 射 ,显然 (了 DD 能够 成 立 。 因 此 9 
基 自 4( 的 5 到 (的 5 的 协 变 变换 (168 页 ), 所 以 由 Sehur 引 型 ， 
一 0 或 g 是 同 构 上 映射 ,两 者 必 居 其 一 。 但 国力 四 (ein) 一 户 关 0D， 所 
以 了 p 王 0，。 因 此 9 不 得 不 是 疝 构 是 射 。 

聚 1 假定 geE 人, 如果 2s 一 9849071， 那 末 ~ 853， 

钱 明 因为 sa sa B60 T 关 0, 所 以 下 上 命题 即 得 。 

标号 假如 5&1~8s 时 ,了 是 4(9) 中 满足 Bf8s 下 0 的 元 , 那 玉 
A eo (AO sn ef ea, 

钰 明 ”由 .上 命题 的 鞠 明 中 能 够 推 得 。 

命题 如 很 定 s1~ sa， 4(0) 的 两 侧 理 想 3 合 se, 那 末 上 式 
合 sa。 

征明 阅 为 aS5, 8S 是 左 理想 ,所 内 S484， 双 轩 为 


人 ”如果 挫 44 人 个) 一 让 At 的 Py 看 成 为 4 个) 的 两 个 表现 空间 ,全 ge 了 ls 
那 洲 (1) 式 就 是 Pal 让 地 (D7 FFD 。 一 一 诗 省 注 


. #837 类 认 数 4( 多 的 理想 及 答 等 元 32333 
S 是 右 理想 , 所 及 = Ge srfes. 于 是 由 前 命题 的 洒 2， 
8 二 4{G)ss， 因 为 4(G) 具有 单位 元 6, 所 以 S35。 (证 弟 ) 
在 定理 均 的 证 明 中 , 苍 出 自 野 (di,0) 到 4(G) 中 的 同 构 虐 射 ， 
序 只 在 第 了 行 第 列 是 1， 其 他 元 都 是 0 这 笠 的 时 (di 0) 中 元 
(dn 中) 型 矩 陡 ) 恨 定 是 2 时 ,如 果 用 § 38 的 如 法 ,使 操 类 示 的 
A(G) 申 元 与 它 对 应 就 得 济 自 园 (G, 0) 到 4( 的 中 的 (4®. 上 的 ) 同 
槐 对 应 p;:。 由 定理 18, 图 个 元 {0} (= 二 1 
祝 成 4 的 基底 ,由 这 对 应 这 这 个 只 是 4(G) 的 娃 欧 洁 等 元 ， 
A4() 虽 是 4(G) 的 证 鹊 左 理 根 。 这 些 都 是 明显 的 ， 此 外 有 下 面 
的 命题 。 
命题 24 【ci …，* 踢 } 是 左 理想 4(G) 红 的 基底 。 
本 明 《 哄 ,…， e 扣 } 是 炉 性 无 关 是 明显 的 。 下 面 示 明 4( 的 只 
能 够 让 客人 简 生 成 部 可 。 假 定 
拓 虽 EA( 的 喝 ，f 一 名 训 记 夫 史 
因为 tr dr dr 人 dy 
Lp ED 
所 以 它 是 显然 的 。 (十 守 ) 
由 这 命题 , 4() 叫 -4(9) 蝶 , 假如 把 它 电 万 名, 那 末 
40 = APO.…@ AY, 
系 A 是 di 个 避 般 取 移 左 理想 的 直 和 。 
把 49 分 解 为 谣 鹊 左 理想 的 丰 和 的 方法 虽然 不 是 叭 一 的 ， 作 
而 定理 6，, 在 任何 分 解 中 必定 是 到 个 始 胡 左 理想 的 直 和 有 ,这 是 崩 
显 的 。 
例 昌 一 6 败 因此 时 ~ 
[名] 因为 。 晤 吃 一 各 关 0 所 以 由 命题 32, 得 嘿 ~。 魏 ， 
例 ? 假定 1 于 潮 末 器 站 < 和， 因此 4 各 人 4 向 。 
[ 解 ] 假定 400 3f= 启 久 xc 


334 第 强硬 隐 发 的 亚 现 芥 


那 末 袁 fo 扣 = (总) o 哆 =0. 
因此 ,由 命题 22， 坊 Xo. 


例外 假定 c 人 = 阅 坝 ， 那 末 s 加 yy BD 是 4) 的 这 交 客 等 元 ， 
e 一 6 十 十 B 观 903 二 了 = Je 本 eD0f 人 T=eDfe 未 紫 
加 一 (GTeG) = et} A =ald ACOYeD., 

[ 解 ] 后 企 设 用 下 9% 一 bey 党 容易 推 得 。 

命题 中 40, 上 = 环 ，9) 是 4(9) 的 最 小 两 侧 理 想 。A(G) 
由 最 小 两 全 理想 不 外 于 这 ?个 了 49 

三 明 在 前 牢 段 ， 如 果 A 中 有 民 王 {0} 的 任意 两 合理 想 是 及 
时 ， 苯 助 SB Dey, E =1]， My Qi) 郎 林 。 

S 含 非 0 和 元 /一 疡 和 ar 侈 ， 今 借 定 jevz0 因为 8 是 两 全 
理想 ， 所 以 S3 1 A %w 员 一 哲 。 于 是 由 命 明 9， 


eNO i 了 网 号 又 § Deve sD CCF 天 =1, 雹 ) 。 

在 三 明 后 站 了 乃 中 , 假定 449) 的 任意 最 小 两 便 加 入 是 局， 如 
困 4 .99) 中 能 够 由 为 S.A 的 有 限 个 元 的 和 的 苍 寻 条 的 化 合用 
LS. 498] 表示， 显然 [8. 4"] 又 是 4(9) 的 两 偶 理 起。 大 凡 显 然 
[8 4 呈 和 46 所 及 由 46 的 最 小 性 ,1 后. 40] {0} 或 4 一方 
面 , 国 为 4(G) 含 单位 元 所 以 

S= Sd) SADEBAD) 
一 EY “Hci i -十 [ss ， AD1. 

国 此 [A=1，…， 9 申 深 少 有 一 个 不 是 {0}。 对 工 这 样 的 
tL 一方 而 i 显然 [N54 人 CS， 所 这 doc 办 
为 49, 8 部 园 是 最 小 两 出 理 种 ,所 以 4 = 9 。 证 些 ) 

由 命题 24 的 系 , 例 8 及 命题 中 得 出 下面 的 定理 。 

定理 29 在 群 代数 49) 中 有 个 数 等 于 G 的 共 四 类 的 个 数 9 
的 最 小 两 侧 理 想 4 二 …, 四 ，, 宪 们 相互 值 变 , 着重 49) 
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二 4 十 玉 十 4 省 最 小 两 侧 理 想 4 中 能 够 分 解 为 3; 个 相生 等 价 
的 般 谋 煌 左 理 想 的 圭 和 和 
双 4( 的 的 性 意 两 俩 意 队 号 是 49 4 一 1， 2, …, 9 中 玫 个 
的 直 和 。 
群 明 ”办 为 4 是 景 小 两 侧 理 想 , 所 以 吕 朋 4 一 4 或 -1 介 } 
画 者 必 居 其 一 。 今 假 定 对 于 (假如 有 必要 就 改变 顺序 ) i=1,2,., 
DD, Py NAD= AY 部 SA ， 对 于 了 一 六 十 二 "1 的 PY NA47={0} 
来 证 明 六 = 4 中 … 斩 4， 因为 由 定理 ， 4( 的 一 4 中 国 A， 
所 以 六 中 任意 元 4% 能够 分 解 汽 一 吉 十 … 十 way ME4 的 形状 ,这 
时 只 到 证 好 sy 一 0, 了 = 和 二 和 9 朗 可 。 用 例 3 的 记 法 ， 把 .4 
的 深 黎 元 写成 e, 那 末 gj:-wej, 因为 8,， 4 中 是 两 侧 理 想 , 所 以 
we SN A 0}.， 国 此 »; 一 zej==0, 
尘世 ”假如 把 4({G) 湛 永 为 上 的 下 正则 毒 现 的 表现 空间 , 那 末 4(G) 的 
条 斌 移 左 理想 不 外 于 台 的 一 个 4 杉 凯 炮 吉 更 的 表现 空间 。 
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全 后 不 再 声明 ,人 由 客 好 一 全 ,一 他 (位 ， 2,…, 习 )， 象 在 187 责 

所 巡 的 那样 , 弛 的 业 由 类 的 个 数 9, 等 于 不 定 汶 程 

n= 0 rn (8.1) 
整数 解 的 个 数 。 坤 凡 闻 应 于 038. 症 的 一 个 整数 解 的 好 的 此 旦 类 的 
代表 能 够 取 G 的 时 换 

(1, 2 1 Cl 
二 

对 十 这 共 师 类 (或 犁 然 数 % 的 和 分割 ), 使 象 大 图 。 
于 样 , 竺 有 第 一 行 mz 个 ,第 二 行 mz 个;…) 第 
7 行 mr 个 “格子 "的 和 次 全 "对 应。n 闪 冯 应 该 
有 个 。 
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例 工 如 攻关 有 


co 印 晶 


3 个 ,4 区 各 有 5 个 。 


iF 


把 数字 4,2,…, nt 排列 在 一 个 次 台 的 各 个 格子 中 所 得 的 笃 
一 个 图 形 ; 时 做 了 oung 图 形 , 我 们 又 
箱 单 地 台 它 做 % 次 盘 【流下 暂时 假定 

oe 襄 下 机 一 . 击 反 人 
区 闻 害 ， 了 有 性 友 再 声 期 是 n 次 (B,D | (8 | (8,8) 呈 
的 六 。 出 一 个 兰 竺 七 名 ] 个 盘 。 双关 他 1) | (40) (4,8) 
的 “格子 " 有 必要 指示 时 ,和 象 图 由 那样 | 一 一 | ~ 一 
昨 “ 举 称 ” C%, 人 污 东 。 

娃 由 一 个 冲 卫 年 成 的 nl 个 可 的 集合 用 别 (D) 表示 。 对 于 
3(D) 中 元 B, 假如 施行 4 中 元 o 一 (2 ) , 那 就 得 到 
党 (D) 中 另 一 元 B', 宅 用 28 一 B' 过 示 。 

所 彰 对 于 吾 “ 施 行 " 是 下 面 的 窜 多 。 例 如 ,假定 

-FE j= (2 急 , 铸 未 co 上 


一 般 ; 假定 吾 ; 吾 的 人 力 精 子 由 攻 学 分 别 用 五 (合力 ; B' (i 为 表 示 ， 
B=BorBli, N=B'(, HD. 
这 时 当 禾 (xy) .8B 一 s(yB), eB 一 B, zB 一 BeyB=w8'， 及 假 
如 取 同 一 宫 上 的 西 个 夫 BB', 显然 存 在 成 为 BwB 这 样 汐 
wT 


aD | eas | os) | 
他 人 | ,9 | @.9) 
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命题 86 wB-=-BSOw=e6, 

是 明 swB 一 B 意 了 着 对 于 搞 有 的 % 个 (i, 站 ,2B(%, 7) 一 BO, 有， 
它 半 味 闭 o 一 《(B 凡 胃 ) 一。 

爱 wB=yBOw=Yy, 

对 于 一 个 盐 8B, G 的 元 中 殷 B 的 各 行 中 元 只 在 罕有 的 行 中 变动 
的 寻 仇 刀 的 水 平 霞 换 , 把 互 的 各 列 中 元 只 在 它 的 烈 中 变动 的 ， 时 
做 了 的 垂直 芒 换 。 水 平 营 换 的 全 人 钵 , 牌 天 癌 换 的 全 体 显 然 分 别 成 
为 芭 沟 子 群 。 它 分 别 用 有 人) 史 ( 盈 表示。 显然 人 能够 应 汪 (六 ) 
与 俩 (B) 生成， (BD) 站 一 雪 ， 各 ( 肋 药 阶 是 和 21 ar 

命题 时 候 加 G30=hE=hE ,或 2 一 Fh=Bh ,hh CES, 
x 术 

证 明 假定 x 一 让 -RR 玉 CB) N RB). 
训 凡 BR 一 8， 部 及 = 如) = 当 8= 有 =bR 时 地 网 
样 。 “性 蔡 ) 

中 各 无 zz 在 9 中 无 的 意义 下 能 够 看 成 为 4 的 中 元 。 汗 
是 一 个 益 了 和 莉 定 时 ,由 如 和 僚 定义 下 面 二 个 449) 中 元 

好 Br= 和 | Ka= 2 (on FYE, 


| SD 
ca 一 五 5 一 YY {ggn PRE, {88.2) 
REDERY 
EB) 


但 吧 n 记 是 在 为 侦 置 换 对 规定 为 ,为 奇 轿 换 时 规定 为 一 1 的 
EE CB) 的 责 数 。 当 台 芥 定 而 不 往 改 年 误解 时 ,Hay 民 y,65 分 别 
简单 写 威 吾 , 巡 ， 5， 因为 它 稍 是 4490 中 元 , 抽 以 是 全 中 元 z 的 
(复数 信 ) 夯 数 。 例 如 一 cto)， 

由 命题 27, xE 9 写成 s 一 甩 (hE 名 (B), hER(B)) 形状 时 ， 
演 神 号 小 是 唯一 的 。 假 如 4 能 够 写 威 这 形状 , 由 (88.),c(w) 
一 sgn 2。 假如 2 不 能 写成 这 有 形 狼 , et) =0， 妇 


Ta 
ca 
党 


弟 和 型 有 队 料 的 起 纲 齐 
spni Nh, Ths, 
te) -1 0, 名 hb 
e 一 ca 叶 做 由 BB 确定 的 oung 的 对 称 子 (Young symmetrizer) 。 
这 是 和 Alfred Young 在 1901 年 Proc. London Math. Boc. 上 的 论 
文中 引 太 的 。 象 在 后 面 所 示 , 6 的 某 常 数 们 二 e (a 是 自然 数 ) 成 为 
4(G) 的 既 烛 霹 等 元 。 又 41G) 的 任意 猎 葛 千 等 元 能 够 用 二 ce 的 
形状 烙 出 【这 车 实 Young 已 证 时 ,但 Frobeniug 在 1900 年 的 座 
余 中 中 已 考 明 同样 事实 )。 
例 2 3; 8 一 时 ,8 (= 1 (1, 0} 9 0B) = {1, 0, 9)， 
Felt 区 下: 1 Delt (DDI, 
命题 中 BF' 一 z8 时, 假如 命 S$(B) = 全 (B) 一 全 和 8 人 
一 后 § (BY =—, Ha=1, Hy—H', Ko KE, Ky—K', ea—6, 
em 一 已， 那 末 
(0 
(2) rel H', wRo l=K', vex!=e", 
群 明 一般， 对 于 2 gyEG, 命 ogge -y， 那 来 zy 一 y. 
BB 又 盆 如 加 EB, 那 术 hhB (i 7) 一 上 B( 77). 
| ly 因此 whB (ti, 了) 一 gwB (67)， 命 fh 二 Ww， 
y 
屠 末 PwBtb 办 一 zB 站， 朗 及 ES 所 以 
v8 入 同样 ,wc 名 , 于 是 agorl 一 Ar。 
关于 吕 也 是 国 样 因此 得 到 (TD ，{ 仅 由 旋 亦 即 明白 。 


(38.3) 


二 


3 po Tp ap yy, x 一 
例 = 4 BT 时 H=1+(0) 9, KE=1—{1,3), 


12mHI281=(12D4+0d) DI II)=1+ 2, H=H!, 
LT2DECT23)"1- 2 0 DID=1~ (1, DW=' 


命题 品 蕉 由 3 能 够 由 首先 把 B 中 数字 水 村 移动 作成 AB， 
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再 把 盘 hB 中 数字 慌 人 时 移动 得 二 。 

黎明 由 7 卫 = REV 坊 ， 夺 生态 hE 和 (HB) 即 得 。 

注 弗 ”因为 及 不 一 定 症 名 (XB) 中 苑 ， 所 以 p68B 不 能 巾 先 把 中 数字 著 
写 花 动 , 许 把 所 得 的 条 由 数字 水 平移 动 得 几 。 _ 

命题 50 对 上 xeEGQ 能 够 写成 z: hh, EDCE; ,BER(CB) 的 
必要 充分 条 件 是 中 在 同行 的 两 个 数字 在 zB 中 不 是 在 辐 列 。 

征明 必要 性 . 假如 z= 745, 著 未 wB 能 钥 白 把 B 中 数字 首先 
求 科 移动 ， 再 垂直 移动 得 出 。 因 此 .8 中 在 同行 的 两 个 数字 在 wB 
中 就 在 异 剂 。 

充分 性 。 命 地 一 zB, 那 未 对 于 种 洲 侣 ,八成 为 BG ,站 = BQ,p) 
这 样 的 [PP 一 多 全: 力 唯 一 确定 。 慨 如 大 关 为 ， 那 水 邦人 5， 放 ) 
于 wp(6, ja ， 因 此 BB 中 各 数字 Bi, 力 能 够 移 于 格子 (i, 2 人 人力 )， 
这 时 换 是 水 平 秆 换 。 如 果 命 后 为 总， 因为 在 天 B 与 B' 中 则 数字 必 
府 企 同 岗 ， 朋 到 是 人 Bi 能 够 使 六 角 及 一 记 、 即 zz Wh， 于 是 ， 
如果 命 有 人 坟 胡 ,于 末 出 命题 28, hE 人 委 仿 - 坊 B) 一 和 (B)， 因 及 
wr 下 太一 下 项- hb, RES(B, FE RIBY). 《证 毕 ) 

在 两 个 六 如, B' 申 ， 皂 “8 中 在 同行 的 两 个 数字 在 PP' 中 不 在 
同 径 ” 这 事实 ， 今后 为 了 简单 用 吾 > .B' 或 B'<B 炉 表示。 于 足 命 
题 30 能 角 表 为 -多 一 hE SCBY, bE 开本 全 了 > ap 避 > 及 的 否 
年 , 即 “ 取 泛 当 的 两 数 生 , 它们 在 妖 四 是 在 同行 ,在 豆 中 区 是 在 出 
天， 这 事实 用 B 寺 户 或 BP 未 8 表示。 假如 8=B', 那 未 吾 > 吕 ， 
但 B> 六 ,而 BB', 用 PB' 天 东 。 

命题 红 很 涯 z8=B", 各 果 BB 中 B', 那 就 存在 适当 的 对 换 及 ,， 
使 有 =z2, 及 ES(BY, ERCB) 成 间 。 

征明 ”假定 在 盘 8 属于 同行 ,在 盘 8B' 属于 同 启 的 两 个 数字 
是 上 v。 命 有 = py ?){ 把 记 与 vv 互 换 的 对 换 ) ,显然 hE$(B)， 
hCGRfe)， 及 命 8 一 ohr， 那 洲 上 也是 对 换 ， RCE SR (w-1wB) 
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= 人 RB), he=ak. 
票 当 wEG 不 能 写成 z= 有 hk, RES(B), ER(B) 形状 时 ， 
存在 适当 和 级 对 换 户 ; 太 合 有 wm 一 gE 和 和 所 各 ( 扩 ， 全 名 (BB 成 站 
俞 是 中 (DD) hH=Hh:-H, (2) hE =~Kh= (sgn PR, (8) 
对 于 任意 PE 名, RR hok = (sgn Fo, 
是 明 ” (1) 因为 当 是 有 限 群 , 故 有 一 S14 一 名 ,由 这 蜡 然 成 站 。 
(2) RE = 3 {sgn ht EE' — {spn 8) ba (sgn Fh EP — (sgn he. 


语 样 ,= (sgn 太 区 ， 
(3) hop—hHEE (npn FHKR = (spn Fe. 
命题 33 对 于 任意 hESC ERR(B), 假定 了 E 4(G) 满足 
hf 一 (sgn 让 了 丙 训 存在 入 EC, 全 了 一 Xe， 
王 明 ”对 于 任意 &E 好 证明 
A (sgn bh) , w= he 
了) -5 gw 
序 可 。 由 假 定 , 对 于 人 尾 好 有 ES(B), AEN (B}, yE 8， 
‘sgn FN = FE CO = yd) 个， 


粘 ”再 能 定 正 扯 总 (5 E(B) 时 下 式 昼 语 立 : 
hikegn LF, 
此 了 时 有 ?IE 总 (本 ) 有 如 1ER(B) ,网 由 下 式 岂 局 本埠 站 ? 
下 AT 一 人 天) 
河 为 嗓 器 8 一 SEE 所 上 
(gn 而 了 一 了 1， 
将 7 大 1 如 为 醒 汐 符 导 广 -: 及 frmt 则 上 下 为 
(sgn fo Cf fe fe) (W), 
根据 {0) 审 元 科 洽 定义 ， 
(加 
一 忆 ， Fn ty "Ef (zs Frit). 
EE 武大 当 及 民 当 # 二 Fy 一 1 时 不 力 0; 其 值 等 于 了 在 天 的 秆 ,所 惧 
【Co 
里 条 (gm FD FD = fk) 。 评 考 注 


得 加 位 oumg 上 柯 形 , 癌 与 盘 Bd 


命 fe) 一 A 因为 2=: 所 以 iv) 一 h(n 加， 又 要 各 到 13， 
出 命题 肛交 系 ,2 一 #8', 国 为 sgn = 一 1, 所 以 让 的 一 下 天 一 人 可) 
= (sgn FR = mF 了), 因此 了 (8) =0. 

命题 34 夺 于 江 意 了 44 的 , 存在 AEDC, 使 0ofe=ue， 

证 衣 ”对 于 任意 有 hESCOB),EER(B) 有 RofoR -hhHEFHEKS 
一 (Sgn HKEFDK = (sgn Wefc. 因此 由 前 命题 ; tfc 一 pe， 
LEC, 

条 存在 使 =ac 的 aEZ. 

征 昭 ”假定 < 和 CC， 由 命题 中， 上 式 丰 六 是 朋 最 的 全 。 轩 为 
0 (sgn 如 vw, 所 及 后 中 和 的 系数 性 了 (sgn 有 Ggn 有) 形状 的 
涩 个 互 但 中 的 系数 是 士 本 所 以 存在 满足 中 一 如 的 ac 名 

命题 中 4(90e 是 A{ 名 的 左 理 想 。 假如 它 的 释 数 是 3， 吐 
末 90=n| ml 证 站 的 阶 )。 

散 明 显然 dc 是 1G) 的 左 惠 想 。 

湛 次 , 假定 由 TT( 有 -fo, FEA4( 的 ,定义 Tz:4{ 的 一 40e， 
那 未 rERtdG)1 .全 假定 巡 (@ 的 基底 是 {tt … cr， 取 鲜 
EA) 了 二 dy 如 了 由 这 基底 抽 * 用 类 障 吾 现 , 因 为 

Tifo =—fe =—afe, 


闭 就 成 为 
全 。 
fi, 
| ear | 
0 1 0 


形状 。 因 此 了 的 连 上 t) 一 cd 


种 假定 fme, 由 命题 34 显然 存在 <E 必 使 妇 王 ae 威 这 。 震 者 注 
喜朗 古 师 在 {a1 … anTj 让 特区 到 oE 0 41sid， 一 一 让 者 注 
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一 方 取 介 中 元 作为 4{G) 的 基 诡 ， 如果 由 这 共 底 把 用 短 陡 
表现 ,部 末 宪 的 对 角 六 上 元 素 是 xeG 4 在 4 的 值 (wo) kz) .因为 

wo) (ry wry ety =ce{e) =1, 
素 等 于 41, 所 及 S(T7) 一 n1。 因 此 
ad=n!, 

隶 “是 月 然 数 , 是 ml 和 村 

命题 36 瑟 定 = - 二 0 一 .5， 那 末 = 是 4(9) 的 县 移 寒 等 
TE, 


1 1 
,RE 一 一 人 一 -人 
厂 明 c= 


他 


六 人 恨 并 ed 十 ea 一 2 -ea 8189 一 8051 一 0 那 未 seie=- {8 
十 eatetiens 但 由 命题 34, 它 壬 于 让 st Et。 所 以 
8 HE, 于 是 二 = 一 sg， 因为 好 -sn 所 以 记 一 丰 或 0. 这 登 际 
亲 8 一 或 8&7- 8 {证 些 ) 

这 位 ,由 一 个 是 了 卫衣 得 到 一 个 小 99) 的 殴 炮 虹 等 元 ,因而 香 汉 
一 个 民 608 作 罗 表现 空间 的 对 的 斌 和 攻 表 理 。 怕 是 象 攻 定理 30 
撩 述 的 那样 ， 由 属于 相同 宕 的 盘 所 得 到 的 刻 鹊 才 瑰 硝 互 等 价 ， 昌 | 
局 下 相 罕 阁 的 盘 记 征 到 的 钱 移 表现 是 不 等 价 。 因 为 冶 的 个 数 是 与 
日 的 共 刁 类 的 个 数 9 相同， 所 以 上 面 那 样 9 个 相 囊 不 等 从 的 茎 和 罗 
表现 已 经 是 符 部 的 了 。 这 些 蒜 注 跨 次 证 明 于 下。 

命题 亲自 属于 亲 一 台 的 两 个 盘 了 B，B' 人 象 上 面 那 样 得 到 的 既 
前 暴 等 元 是 相 二 等 价 的 。 

证 明 恨 定 3, 二 属于 同一 台 , 邢 末 在 在 例 甩 =- wB 的 8 
地 是 由 命题 28 0 一 rew ,因由 8' 一 war 所以。 与 a' 等 价 。 

GiEh) 

其 区 ,为 了 者 大 日 相 异 训 得 到 的 罕 等 元 ,在 右 的 和 集 台 { 了 中 , 答 

定 下 丽 那样 的 顺序 假定 确定 力 ,D' 的 不 变 系 分 别 是 ko ya 
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hr) 1 
那 就 规定 刁 >D', 很 定 了 D>D' 或 8=D 雪 为 DD', 夭 末 由 
守 ，{DD} 就 成 为 全 奈 集 (1654 页 ) 。 

命题 38 假定 艳 号 BP' 分 别 属于 育 了 DD,D'; 如 果 了 >> DD', 那 末 
By BF'. 

锋 明 恨 定 8>BP 并 HB 中 第 一 行 的 mu 个 数字 都 在 BB 的 
异 剂 , 那 末 B' 的 剂 数 超 过 mi, 因此 1 庆 ?n1, 一方; 因为 DD'， 
所 局 庆 ma 于 是 一 和 。 央 此 对 吾 施行 适当 的 垂下 置换 天 
能 够 使 得 B 中 第 一 行 的 mz 个 数字 落 在 55 中 第 -一行 。 这 时 了 中 
在 同一 行 的 数字 部落 在 #5' 中 的 异 烈 。 因 为 ma 一 mi 再 比 圈 BB 
与 XB' 的 第 二 行 , 同样 ma 一 %%z。 腑 下 同样 做 得 到 和 or 一 af 5 一 1， 
2 与 上 六 DD 机 反 ， 

命题 39 假定 BB', 那 未 HEK'~K'H=0, e's=0, 

枉 明 ”内 为 存在 满足 = wy E(B) 们 入 (8 的 数字 jv ,v， 
所 以 由 命题 92, HEK' = HhE': (sen 及 HK’ 一 一 如 K'， 因 此 
HK'~0。 网 检 KK 玉 0, 所 以 ee 一 二 H'KEHEKE 0. 

汪 盘 66 一 0 不 一 定 成 这 。 

命题 各 假定 也 >D', B, BP' 是 属于 台 DD,，D' 的 任意 盘 , 如 时 
8 二 8n 8' 一 8p 那 末 对 于 什 章 的 了 人 40G0 ， 

es 一 0.。 

钱 明 ”对 于 任意 nsEG,wBEN(D}, PE 和 NN(DN ,因为 D>D'， 
主 命 题 38, 39, s'g8zz 一 0， 查 8wp 一 wax 1， 所 以 sixaw~! 一 0。 再 
把 多大 三 得 ews = 0。 宪 对 于 所 有 的 wEG 成 站 。 因 让 

ef = pp (2) Ege =0, (让 举 ) 
电 这 命题 及 命题 22 得 知 , 自 B，B' 得 到 的 饶 觅 表现 不 等 价 。 
总 车 以 上 ,利用 Young 的 图 形 得 到 下 面 解 决 全 部 求 保 = 已， 
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的 艇 胃 表 更 问题 的 定理 。 

定理 80 假定 G4 是 多 阶 对 称 群 ;, 卫 ,' 是 部 深圳。 

(DD 假如 的 Young 的 对称 于 是 6c; 那 末 .490e 戌 为 他 的 
胜 鹏 卖 更 的 表现 空间 。 

(2) 自强 也 入 B' 得 全 的 避 的 证 移 表 现 是 等 价 的 必要 充分 
第 件 是 8B 与 8' 属于 出 台 。 

(3) 如 的 任意 阮 般 表现 基 与 自 某 玛 避 信 (了 D 那样 得 到 的 是 莘 
表现 等 价 。 

例 芋 


自在 卫 一 | | |-[ 1 |- | | |， 让 Dw 得 开罗 朗 物 表 珊 分别 是 恒 锥 表 


现 , 交 扩 家 砚 。 

[ 解 ] 慨 定 到 属 于 DD 的 任意 盘 Pi 那 末 名 (B14) 一 安全 094) 一 6}. 网 
此 a 于 是 对 于 性 窟 4EQC 有 za 一 ot 二 61, Dl way ear 61 
因此 有 妈 对 于 任意 f E456) 有 .Fi 一 6 ， 所 以 4 (Ds 中 性 深 元 能 够 豆 汶 51 
二 放 1*51 二 fa 一 51 (4E CC (由 命题 34。 因此 候 如 自 这 窒 得 到 的 师 构 埃 砚 
是 各， 因 汶 对 于 任官 2E8， 任意 ut1E (8)81 涌 P10) (ry) 一 上 时 一 st 所 
以 由 是 恒 等 索 现 。 

次， 对 于 属于 了 (全 的 入 Ba, 名 (By) =18}, 和 (B90) 一， 于 人 是 Ca CB, 
= 祁 {agn z)23。 因 此 与 上 同 泵 ， 对 于 任 交 & EG 有 13: 二 5608 二 (sg) egy 于 
是 任意 /52€ 4d(G)sa 能 够 入 交 W'sa tr 中 所 以 慨 郑 目 了 了 咏 得 到 的 斌 科 谋 
现 是 Pay 因为 对 于 任 写 & EQ, 任 写 Wez EAB) 8a 

Pal (ures) = He2 = (BB 8) én 

所 以 ps 巧 变 代 直 更 。 

例 5 驴 ; 的 烃 灼 下 现 。 

[ 鳃 ] 3 葡 的 训 是 例 工 的 于 个 。 共 中 由 第 一 及 第 三 右 分 列 得 到 司 笑 去 更 ， 

[rs 变 伐 表现 -为 了 求 月 第 二 让 得 到 的 上 晓 荐 表现 ,到 例 3 的 
登 ( 堪 图 )* 这 里 
一 上 十 碍 ,四 一 昌 3 一 人 3 全 ， 
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由 计算 , 只 = 和。 所 以 这 表现 "是 地 =- 禹 的 表现 。 因 为 作为 4(G52 的 基 


诡 , 可 以 取 炎 性 无 闫 的 民意 两 元 ,六 到 与 
了 = 和 人 匆 ( 二 一 1 二 全 ,的 一 0) 3 二 (1L23)， 


由 这 基底 ， p 能 够 用 下 面 的 短 建 复 现 。 
od) ac) 
oh), aaa aa) 


注 菇 ”这 表现 6 的 确 旦 与 在 177 页 中 夫 用 的 表现 psa 等 价 。 这 事实 能 名 
于 接 予 以 亚 明 , 匈 抬 pz 用 适 障 


变换 就 可 以 得 到. 上 面 的 p。 
8339 标准 盘 


出 前 节 定 再 30, 并 全 = 它 ; 的 斌 较 表 现 , 首先 作 记 载 1 个 数字 
的 音 石 ，… Ds 尾 取 属于 各 个 则 的 符 Bt, 二 1,…,g, 作 各 妃 的 
Young 的 对 称 子 ca 5 一 1 99。 这 样 ， 因 为 4(G cs 是 证 较 硼 
现 的 岩 更 空间 ， 所 以 出 计算 也 能 够 作出 谋 蒋 表现 的 短 障 。 于 症 求 
对 称 和 群 的 放 绝 卖 现 的 间 题 在 王 论 上 是 解 次 了 的 ， 但 我 们 融 望 把 月 
ern, 得 到 的 吉 更 宵 为 具体 的 写 册 。 另 欠 这 表现 的 级 数 di; 由 DD; 的 形 
状 开 郎 知 道 。 在 于 面 两 节 介 秋 Young 对 于 这 辕 题 的 方法 。 

Young 为 了 这 ,对 于 和 名 个 冯 象 下 面 那 样 定义 标准 盘 (standard 
tabhleau) , 七 是 满足 条 作 

(iii WB, h, 
lp<hSBG, h <BG, 
的 六 。 
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, [3] 


和 酌 1 n=3 时 ,对 于 奇 


两 个 标准 抽 。#==6 时 ,对 


有 有 |] 


于 吾 十 -一 淮 标 淮 盐 有 下 面 了 个 : 


1l235| .1 
5|4;  | 

半 于 各 售 癌 DD 能 有 几 个 标准 盘 ? 但 是 对 于 号 , 所 能 作 的 标准 
各 的 总 数 象 在 下 节 所 示 , 蚌 给 于 自 cs (BE 注 (D0)) 斯 得 到 的 既 揭 表 
现 的 般 数 而. 

及 下 恨 定 对 应 于 % 的 分 割 

N= 0 

的 冲 用 卫 (m pr) 发 东 。D Umi, 站 特 有 ?7 行 ,在 第 行 
附着 mx; 个 数字 。 对 于 训 了 Gm or) 形 戌 的 标准 强 的 总 数 用 
了 on Tr) 坟 承 。 关 于 这 有 有 下面 的 命题 。 

命题 41 


3 了 | 本 
5 到 


:214 


二 |2|214| 
过” 315 


网 (89.1) 

为 证 上 E, 锋 要 儿 个 引 理 。 首 先 引 入 下 面 的 记 法 。 
把 w= 六 次 宇 D (mr, Uy Mr) 警 时 固定 , 宪 用 了 表示 ， 又 
把 ga pp mmr) 隐 记 为 4。 假定 ms 那 示 在 了 D 的 第 3 行 
的 右 喘 又 添加 个 格子 就 得 到 Cn | 1) Eiig 育 D tm, Ty Me Vg 
+ marn … ao0 ， 芝 台 用 D 家 东 ， DW 上 标准 玖 的 个 数 用 4 
雪 示 。 假如 mo 一 zs 那 末 了 中 不 存在 。 这 时 命 54? 0。 双 假定 
D11= Dm, | 1)，, 它 上 标准 盘 的 个 数 作 为 oar, 又 在 同 
一 个 DD, 假如 wa 二 m4 那 末 孙 去 已 的 第 守 行 右 靖 一 全 格子 吉 得 
到 一 二) 次 育 Di Mis 32 一 于， DI ""y nr 这 宇 肝 
Dw 表示 。 Dn) 上 标准 盘 的 个 数 假 定 是 妈 p ， 假 如 ws= rmiz， 那 


3 标准 查 247 

末 Dw 不 存在 。 这 时 命 pb 一 0、 再 又 假如 md 那 未 用。 
一 了 如 一 414， 小 六 Don= Cy， 
TW 当 Tp 之 Wg 这 IRp4t1 时 , 量 然 (Ep) 二 (097 00,=28。 特 蝇 ， 
(G0 一 (G0 区 Gr 一 4. 一般, 假定 4%)0, dosD, 那 来 (oo 
= (ao 因此 把 它 音 写成， 当 d=0 或 dp- 0 时 ,=0. 

引 理 1 在 痛 吕 = 也 (9 76) 上 任意 标准 共 B 中 ,数字 
疾 在 某 行 的 右 端 ,如 果 站 所 在 的 行 是 货主 行 , 小 求 msniii， 

证 明 ”由 标准 瘟 的 定义 显然 。 

下 理 2 在 第 t 行 的 标准 副 的 个 数 等 于 。 | 

证明 "在 第 # 行 的 标准 社 存 在 时 ， 由 引 理 1, % 在 第 + 行 的 
省 端 , 而 ot 宝 mir。 于 基 假 各 把 这 标准 扣 中 数字 %% 所 在 的 格子 际 
去 就 得 到 D: 上 的 标准 盘 。 反 之 ,对 于 DD 上 -一 个 标准 盘 , 在 第 守 行 
的 右 刀 添 男 一 个 格子 ,如 果 在 这 里 让 为 nm， 就 得 到 二 在 第 上行 的 也 
的 标准 盘 。: 丁 是 计时 3 引 更 2 成 站 ,站 这 眉 外 的 情况 , 即 mt 一 my 11 
吓 , % 在 第 t 行 的 标准 盘 不 存在 ， 由 定义 ; dw 二 0。 所 以 这 时 引 理 
2 此 戌 并。 

引 理 3 


d= adn, (89.2) 


证 明 ri 引 理 2 最 然 成 立 。 
例 2 用 引 理 3, 能 够 计算 对 于 杆 半 吉 的 标准 入 的 个 束 。 例 各 杂 果 就 例 1 
中 两 个 吉 求 计算 ， 
Al2, 1)=a(l, 切 二 et 一 EL) Tarl) =t4+1=9. 
A(3, 2) 一 已 (2 2) 二 如 [34 1) =24(2, 1) +d(3) 
=2d(2, 1) atl) =2x2+1=$5, 


引 理 4 


r+1 
nt DaS dn, (39.8) 
3 三 
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了 姓 明 由 定 ”一 ， 那 条 


五 一 口 ]， DLV=| | ， D2-[ 
因 星 @= dd 一 < 一 1 所 这 (89. 引 成 开 。 于 是 由 归 业 疾 , 眼 定 基 于 
mw 一 了 次 冲 (39.3) 成 下 ,来 让 明 关于 nw 并 冯 的 (39.)。 
由 归 精 法 的 蛋 定 ， 
Ny = Sa (1) 
关于 t=1， ns Li 灵 尖 于 DD 3 一 二 “9 , 如 果 用 引 理 5， 
那 林 


do 一 习 才 . (2) 
因为 关于 DYTD 行 数 是 7 十 4， 所 这 
dr Bag di Dn 图 
【一 了 


用 (了)，(2)，(3) 衣 筑 (8 .9 的 右边 每 


宫 t- 六 届 朝 二 局 二 + 一 袜 关 98+ 
t=1 3 一 


=n dct+ = tn 十 二 


命题 虹 的 虹 明 ”关于 ? 用 归 秽 法 米 证 明 。 因 为 w 一 IH 是 是 
热 的 ,所 以 关于 ”假定 命题 成 立 来 证 明基 于 mw-F 工 部 可 。 
对 于 ?次 守 附 加 一 更 秒 号 ， 假 定 为 Di …; Do，D 上 标准 指 
光合 数 作 为 0， 于 是 (389. 了 D 稻 锅 用. 
nl (4) 
走 东 。 恨 定 (+1 次 认 是 六，…，.0s，D; 上 标准 益 的 个 数 是 91， 
舍 脱 完 ( 国 碟 立 ,证 田 


立 吾 - m1)] (DB) 


和 0 标 交 攻 的 个 烙 与 对 夭 群 的 车箱 壳 现 的 禾 娄 3249 
印 可 。 在 D; 中 一 行 的 右 端 深 加 一 个 闽 子 成 为 D) 时 ，z， 万 相关 
中 家 一 个 悦 子 ,假定 用 记号 j~) 入 东 。 于 是 作 %~ij 这 样 的 和 了 得 
Gi, 办 的 全 体 的 积 ddy, 假如 它们 的 和 是 s， 
划 二 dd, 
这 3 的 意义 能 健 从 两 证 面 来 堵 左 。 首 先 ， 假 如 把 固定 ， 作 关于 
Lk] 这 样子 的 Add; 的 和 5， 于 是 


8 二 31 人 "十 S80。 (8) 
再 假定 先 把 j 固定, 作 关 于 2~7 这 撞 i 的 dy 的 和 8;, 于 
8 十 (7 


如果 象 (四 那样 考虑 ,用 (39.3) 因为 
二 >) 中 一 Cw 
所 咏 由 ( 拉 ，5= 如 十 站 上 一 全) 的 右边 。 如 果 象 人 7) 那 辜 来 考虑 ,用 
(89 .2) ， 
Bj dh 
所 这 $= (5) 的 左边 。 因 此 (5) 得 证 。 
Si 标准 盘 的 个 数 与 对 称 群 的 弃 移 表 更 的 级 数 


在 本 和 证 明 下 面 的 定理 。 

定理 红 在 2 阶 邓 称 群 扣 .中 ， 旨 对 应 于 吉 六 上 尾音 冀 吕 的 
Youmng 的 对 称 子 cs 所 得 汉 的 袁 现 ps 的 胡 数 等 于 了 了 上 标准 项 的 
个 数 un， 

在 章节 已 了 未明 

. a (40.1) 

引 且 这 事实 ,上 寂 理 31 的 社 明 妇 针 于 下 面 的 命 点 。 

命题 入 假定 自 音 卫 上 阁 了 Bi 所 得 到 的 Young 的 对 
获 子 荐 50 7，on， 于 求 4p 一 用 (的 十 … 十 有 (的 cw 基本 的 
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量 小 两 便 吾 档 。 圣 串 ,假如 五 :， 机 Bs 是 标准 狐 , 那 来 
4G0etF 二 (Go =A(G)oT Td)e, " 

实际 上 , 臣 命 题 假如 已 道明 , 由 定理 29， .dp 与 性 一 个 4 中 一 
致 , 因此 成 为 di 个 4 好 旗 攻 左 理想 的 站 和 ， 这 不 外 是 ps 的 箭 
数 。 一 -二 面 因 为 4 的 mm 四 … 生 4 人 (的 onc 45 是 了 个 耳 划 左 理想 的 
证 和 , 所 凡 二 定理 祖 , Gu 六 机，。 赣 对 香 台 ( 罗 面 各 四 都 成 立 。 在 4 
个 环 之 问 ， 由 定理 17 系 1 有 关 陛 

Sd —n!, 
Cp 

田 世 及 (40. 了 ,不 得 不 品 == 届 ， 

王莽 尺 更 得 下 漆 。 

系 4n， Cis sy Or 假定 如 命题 42， 那 闵 

Ap= A PDAR. 

为 了 证 朋 这 命题 ， 拒 D .上 标准 盘 排 太 秤 书 式 的 肛 序 ,假定 为 
Bi Bo Bs, 

所 革 普 卡 式 是 下 男 的 意义 假定 万; 8' 是 DD 上 辽 个 盘 , 比 较 依 里 学 排列 
了 的 # 个 囊 学 的 列 

BI TD By 2 yy BO my BE Dy ey Br Hy 
Bily DD, Bl 2 ys, BOI, wal, B'(2, Dy BEF, my}, 

根 逢 呈 坟 民 ， 对 来 计 共 由 有 王 人 总 志 玉 (i 的 人 臣 册 现 。 妆 -后 贰 字条 
时 对 于 基 初 出 更 相 异 的 数字 情人 站， BI 时， 如 时 有 0 有 < 有 人 让， 那 
未 二 

鲍 在 六 了 D=D 了 (G3, 2 二 的 标 弟 熏 


[ir'2ls| a I 2 15| 
[一 _ | | 
[415) [| 了 | 1 314 

[is 4 | [1 315| 

<| | - “| 一 一 一 一 

2 | 5 2 上 和 


这 时 下 面 的 引 更 成 下 
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引 理 ”假定 在 D 上 两 个 标准 插 8, BP',， BB'， 那 未 了 > 至 ， 

性 明 有 恬 定 BB', 示 明 BB' 序 可 。 对 于 (i 从 罪 成 上 三 
邯 样 浇 序 , 取 注 是 BG 站 二 BG 和 的 最 官 人 中 ， 在 这 档 子 -FF 
在 "的 裙子 中 人 图 中 粗 范 镭 中 
的 格子 )，B 与 BP' 的 数字 相 
同 。 这 里 4=1, 序 仿 , 且 不 能 
在 无 器- 在 标准 环 , 在 端 数字 
是 和 由 在 它 前 的 数字 确定 。 叉 
B%, 六 在 B' 中 不 能 在 全 ,六 
右 下 (图 中 点 禾 的 范 团 )。 因 
为 总 信 如 已 秋 是 比 BCG,B) 
大 ,所 以 如 果 BG 四 = BU, 从， 涛 末 5<<b 7 了， 这 时 信人 间 的 
格子 内 为 在 %) 加 的 "上 左 " 所 以 B22 站 一 Bi 办 于 是 BG, 人 四， 
如) 这 两 数字 在 如 中 是 在 同行 , 在 户 中 BG 站 ;BW 办 且 
在 同 出 。 

对 假如 B<P, 著 玉 cpcp 一 0， 

证 明 ”出 上 面 引 更 及 命题 39 印 担 。 

命题 科 的 证 上 明 4p 显然 基 4(G) 的 左 理想 ， 更 来 证明 又 是 
右 理 想 。 地 是 假定 4a€ 9， 把 & 看 成 4 (全! 的 基底 中 元 六 丽 来 赴 
了 Aa 二 本 即 订 。 由 命题 28，| 国 汶 有 成 为 ww Yea=6, 剖 c= 人 Ca 
芒 样 出, 2 %1} 的 排列 {v1 03， 一 9} ， 所 以 

《全 二 EA, 

因此 45 是 栈 仙 理想。 

假定 4p 是 合 oa 的 两 便 理想 ，4do 侣 上 的 最 小 斋 全 理想， 因为 
ca 6 是 相互 等 价 的 丢 等 元 的 数 最 懂 ， 所 以 由 命题 28， 
69 Gn 所 二 因此 4 二 dp 于 是 do=40。 所 以 dw 是 反 (G) 
的 最 小 西 侧 理 息 。 


25 和 第 上 举 吉 路 和 烙 的 坑 衣 
在 证 明 后 牢 球 ， 冰 明和 6 十 十 6 一 D(C A)) 坊 g0 
一 0 部 可 。 邻 假定 标 凑 副 Bi,… ,By 取 排 成 BB 过 …<<Ba 
眶 序 的 得 号 ,加 果 zc61 十 … 十 wa6s 一 0, 那 未 自 右 尼 吕 得 后 一 0, 所 
这 二 0, 因此 co 十 二 va0s=0. 慨 如 入 右 莱 0 就 每 到 wa =:0，。 
访 下 辐 什 序 得 DIO OO—0. 
注 埋 对 于 育 了 DD 上 标 惟 得 洛 个 就 霹 (好 对 应 于 尹 上 益 瑟 的 虞 称 起 现 
pa 的 般 数 ) 下 面 的 明 果 【expiieity 有 公式 是 大 案 熟 知 的 黎 : 
a HL 7 
ot 
但 D= Dm tea 撞 站 和 计 一 多 二 一 
于 不 太太 上 时， 实际 计算 ap 用 前 :全 例 2 所 用 的 前 节 引 理 3 的 方法 未 用 
这 公式 还 要 便利 。 
最 后 , 把 ps 的 特征 标明 是 :exbliei 切 葵 朋 的 (3cehar) 公式 和 证 算 这 特征 
标 相 当 于 前 节 引 理 3 药 《Murnagpany 王波 也 是 大 家 薰 印 的。 关于 这 疙 而 的 
介 苛 于 上 路 此 从 格 。 


# 和 对 称 群 的 县 狗 袁 现 的 矩阵 


这 节 根 据 Young 久 可 实际 计算 对 称 群 版 蔓 圾 更 甜 陈 的 方法 。 

与 前 节 同 梯 , 乡 宪 把 五 上 标准 发 嫩 书 式 地 排列 为 BB <，… 
三 By Gi 是 Bi 的 对 称 子 (以 下 必 试 为 是 一 定 的 , “DD 上 ”这 语 不 摔 
一 一 声明)。 又 关于 两 个 盘 如 B',$ 38 中 的 记 法 $a Sp 备 别 号 
区 放 ,8', 它们 的 元 和 分 天 司 刻 妨 hh', 把 吉 g，Hg 他 济 写 惑 理 ,， HH'， 
关于 向 玉 , 由 用 同样 的 记 法 (BB; 代替 BB，B' 时 ,与 它 对 成 的 
写 咸 瑟 , 刁 ;， 1 玉 ) 等 )。 再 关于 两 个 秋 导 $7 了 了 $j 所 只 ,把 
.Bj 写成 >j), 把 BB 办 Bj; 写成 4 六 j。 出 前 区 引 再 ,假如 i )， 
那 末 429 假如 人 j 性 未 1 又 出 命题 39， 假如 站 六 琐 末 
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HRKj— KH—0, 0c 一 人 。 
命题 如 假定 关于 两 个 益 BB, B 有 B> PP， 那 末 名 中 存在 满 
是 区 乓 =-hK 的 元 及 
殴 明 ”因为 也 六 ， 所 志 帕 使 题 830， 由 w8 一 B 确定 的 3 个 
半 收 写成 z 一 及 ,RE 名 ,全 的 形状 。 由 命题 38， 
KE'~- oRo hE hh, 
扩 志 Eh=hEK. 【证 毕 ) 
雪 下 考证 有 了 晒 序 的 标准 反 记 < 之 BP1。 对 于 和 E 1 3 
9} J， 假如 取 成 为 2&j7 了 的 jE 了， 当然 4%<j。， 并 且 出 命题 绍 ， 
存在 区 ,Rj 一 了 ;这样 的 如 全， 法 记 用 且 表示 。 在 命 早 4 的 
证 明 中 , 答 出 求 有 hj 的 性 村 。 即 取 满 足 mBj 一 访 这 样 的 4 好 , 由 
Ci 一 由 命题 27， 训 ; 由 了 与 了 3 攻 间 
唯一 地 和 由 。 当 =j 或 5 了 时 ,加 一 0(E 4( 的 )， 用 这 有 加 由 
Wj—=€, 
We 一 上 
了 
Wi 一 睛 一 站 2a — Jai, sug 一 一 向 ,人 -1288 -一 户 。， 可 
有 是 日 的 单位 元 ) 顺 驶 定 wa ua-o 9 和 和 4)， 命 
Ki= Kr (=1, 0), 
关于 这 KK!， 下面 的 命题 丰 立 。 
请 显 竹 (D) I 一 识 加 KR)， 
(2) 假如 42#j, 都 末 Ki 一 0, 2 了 
(8 EH,= KH,, 
殴 明 (由 民 :, Bj 的 定 光 自明 。 
(2)，(3) 用 关于 宇 自 上 潭 下 的 归 东 法 来 证 时。 假定 和-4， 那 
束 下 -天 所 坟 (最 然 戌 了 并。 了 双 因为 BB 二 Bs， 由 命题 39，(2) 
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也 是 显然 的 。 于 是 对 于 5<<p 所 9 的 所 有 自然 数 p, 假定 
ErHi=0, 7 1,*, d, IAD, 
Cn. E,H, 

成 区 ,来 十 明 (2)，(3)。 

由 (2)， KIH,~ KH | hE H;, 
这 里 把 关于 了 的 情况 分 为 下 面 三 种 : 

0 假如 6 未 fj， 由 命题 389， 玉 ;H 一 0。 对 于 呈 一 囊 的 
由 定居, hn 一 0。 对 于 P56 的 因为 $<p gp 天 访 所以 由 好 
秩 法 的 假定 , 长, 如 ;一 0， 因 下 ;HH;=0. 

ti 假如 二 攻 7， 那 末 对 于 pp 站 i pj 了 和 的 p 三 上 网 样 ， KH， 
一 0， 对 于 ?= 或 中 站 的 2 因为 加，-0, 所 入 

KE'H,=R,H, -BE H,. 
于 是 用 归 负 法 各 定 的 第 二 式 , 得 
JGH = RH -hiR HR HERA; 
=EKH—KiH;=0, 

HH Gy 与 (让 ), 得 十 (2)。 

Gj) 1 时, 用 (人 2， 天生 一 下 下 一 和 下 五:=: 下 :五 :、 因 此 
(3) 得 证 。 

命题 和 假定 区 一 五 下 yo 与 命题 34 系 ,命题 中 固 样 , 命 
= 包 ， 末末 oe; 一 a6j 天 0D, of0= ac， 及 并 果 4 六 于 本 Go 一 0。 

钱 骨 co 一 五: 下 ;下 下 ,， 由 前 命题 (8， 因 为 开 ) 万 ) 一 天 ;五 ) 
所 届 ee mo: -mo D, 0 一作 60 一 ae 一 of。 天 


一 TD 但 关 分 。 


系 去 4 是 4(9) 中 与 二 cy 等 价 的 所 区 宕 等 元 。 
命题 46 负 定 象 253 页 辣 样 , G 中 招 Bi 移动 到 局 的 元 已 
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tasB; 一 Bi)， 加 果 命 1 可 一 6 条 | 末 eem 一 Sret。 
证明 ”二 命 题 28， 了 gy 一 玉 jws, 所 以 
ee 一 三- wT Eyeu 一 二 oj 再; 下 "万 saw 区 


但 由 命题 (2), 如 时 j 了 2 天 未 于 /五 :一 0， 站 此 ,假如 了 有 那 
宁 eeur=0。 又 假如 7 一 ， 那 术 玖 9? 吾 :一 下 ;所 ;一 站 ;她 ;,。 因此 用 
et 一 0 能 名 和 


gi HK ,Ha R= 


dK HE 


Bj .1 , 
和 


1 7 1 rl 
= Hik Hs -上 [和 


= 1 Ce 一 i 0 ire 
[A 轩 

命题 入 ea ez， …， er 是 合 6 或 6 的 44{9) 中 县 小 两 合理 
想 4(G)c1 寺 -… 4 co- 4p 的 基底 , 疡 ai 一 co 是 45 的 单位 完 . 

枉 明 ”因为 &;;=- 1 ayo Ed = A eC dnp, 所 ee 
含 于 所 有 的 4b。 di 44p 一 0 但 吴 不 元 ea ea ez 的 线性 
元 关 性 可 如 下 证 明 。 实 际 上 , 假如 立 aes 一 0，auE C, 于 两 边 左 
情 so 右 瑟 or 得 me 一 0 因为 aieir 人 一 工 忆 关 0, 所 以 oj 六 0， 
可 是 om: 一 0， 轩 此 @ 是 4p 的 基底 ,4o 中 任意 元 能 人 通 唯一 地 央 为 
Dae 的 形状 。 假 如 对 于 这 元 使 钢 (49, 0) 中 元 ay) 对 应 的 
映射 是 9, 闭 末 虫 前 命题 并 印 得 知 这 样 的 jp 是 自 4o 到 中 (4, 0) 
作为 代数 的 同 构 映射 。 显然 因为 pg (ep) 一 加， 所 以 en 是 dp 的 单 


位 元 。 (证 毕 ) 


用 上 命题 中 的 同 构 上 晓 射 ,能够 象 下 面 那 辞 作成 对 的 4 珊 和 


阵 表 瑞 。 妇 如 果 把 seE G 看 成 为 4( 的 中 元 , 那 未 aepE Aw, 因为 


556 第 3 章 靖 跟 群 的 表现 欧 
有 (Ge 站 和 Ma, CO), plaben) —g (aen ben) = ylaen) yg {hen} 也 以 
o>ptaen) 欠 出 全 的 下 现 。 急 定 g(aen) 一 (een) 1 与 $37 例 生 辐 检 ， 
把 只 是 第 “行人 第 了 列 是 二 苍 他 元 都 是 0 的 年 把 用 下; 起 孙 ; 因为 
pe) = By Bar (Ca) B=0yBy, 愉 

B06 — Oe (41.1) 


各 时 把 os 的 定义 oj 一 云 ai 中 代入 (和 4.D， 绪 未 (用 mm 一 9 
1 


a yds {41 .2) 


把 这 左 起 变形 与 在 边 比 较 衣 能 求 出 ms。 为 了 篇 肥 地 叙述 这 求法 ， 
31 大 下 面 的 术语 。 

每 前 面 那 祥 , 对 于 4E 届 ， 3 中 一 J 满足 i 入 宁 才 
这 痒 条 件 的 说 十 1，…, 由 的 子 数列 1 站 站 趾 优 这 赛 租 
数列 。 :+ 容许 数列 当然 由 但 一 2 十 了 个 以 下 的 数 档 成 ， i 容许 数 友 
的 个 数 是 有 限 和 的。 这 个 数 用 8 囊 永 。 对 于 宇 容 靖 数 列 中 各 个 数 作 担 
中 元 Rep 宅 下 优 对 应 这 赛 梧 数 列 的 元 。 (hr 等 由 前 下 的 定 
几 及 命题 外 的 吉明, 由 awBy= Biy Gi Pa Bips fw € Sy Pv 区 
等 答 出 ) 。 在 天 应 这 等 2 容许 数 齐 嗓 元 中 ,附则 番号 , 假定 为 全 
人 作 国 数 的 数 ( 一 (第 zs 个 i 容许 数列 
的 长 ) 一 汪 根据 是 倘 数 或 总 数 伍 se 站 一 1 或 一 J，。 及 很 十 ef?=1， 
Ye, 

是 再 对 于 58 页 起 多 的 xi 下 面 的 公式 臣 立 : 


8 
Hi; CO 总 efor, (4 “ 3) 
2 一 


征明 ” 候 妇 4 一 G 于 末 (4L.3) 两 迫 都 证 1 假如 1 一 王 由 
定义 , 那 未 两 边 兽 是 一 Ps。 一 般 关 于 d 一 i 由 起 软 法 窑 易 挫 
得 。 《让 邯 ) 

为 了 把 (入. 的 左 动 变 形 ， 命 (729) 1B 一 BP cnxw 一 0 
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本 是 由 命题 28， 因为 orf 一 rf?acf， 所 以 
a0 — C0 — 6 人 Sr ”) CC 一 包 er or 


一 立 etre a or (41.4) 


pe 
在 这 右边 的 项 假如 B, 半 BI? 判 未 ef?0 一 dd ?0 一 0。 台 假如 B, 学 
Bm? ， 各 果 命 2 一 ?0D 一 B94 人 JPE 总 民 ， 那 来 
一 
但 
CO) io, —e) (RIB Te, = (sgn ED) ef a (nrn Be, 
允 因 为 一 
所 以 能 鳄 命 六 "ee 入 一 ai 于 是 
ge =a (gn 和 人 oO = 0 (sgn Fe) we, 
再 假如 B= Be， 因为 ra 一 Br 所 以 
ri =a OfV0y =007 = 0 
国 些 Po 一 
于 是 假如 十 十 2 于 未 si?=0, 假 如 Bj; 一 B5”, 那 未 的 ?一 1 
假如 吾 六 大” 如 时 命 = 网 一 跑 m 本) 出 (时 . 和 得 


1 了 站 JP 了 
a0 = (> el ) ey) tjCF 


oy ep?efy, (41.5) 


这 航 是 求 cu 的 公式 。 总 嫩 以 .上 得 下 定理 

定理 强 于 7 阶 村 称 群 已 ,， 在 属于 对 应 寺 定 DD 的 旗 葛 溢 现 
pn 的 一 个 短 障 天 现 中 ,对 应 于 &E 的 能 够 象 下 面 屠 梓 求 得 。 把 
卫 上 标准 共生 书 式 的 眶 序 看 殉 , 假 定 为 Bi< Be 一 …< 一 Ba 了 是 pa 
多 级 数 。 世 于 了 一 位 ， 3,，…) 全 中 各 元 ,作对 次 许 数 列 , 它 的 个 数 
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假定 是 s(=0), 对 应 于 各 j 容 许 数 启 的 如 中 元 假 害 是 人， 
一 1-… Si， 命 站 = 二 e。 双 由 第 vv 个 容许 数列 的 长 是 奇数 ,是 侦 
数 因 而 命 ?一 十 1 或 一 4， 命 f=IL， 对 于 v 一 0, 1 sy 命 
Ce) 1B B72， 和 如果 BI 四 寺 Bj， 判 示 8 引 =0, 如 果 B=B;, 郑 
术 eP=1， 和 如 果 BKB， 嘟 亲 命 9 驴 = BP，a 扩 = 有 到， 
EE En = e 纺 , 这 立定 义 sf?，e 刍 时 , 得 ( 和 全 .名 
答 册 的 er 的 短 噶 07) 成 为 对 应 于 ga 的 pp 的 表现 短 隧 。 

系 尼 , 的 各 斌 简 表 现 类 含有 短 阵 的 所 有 元 来 都 是 有 理 整 数 
的 短 陈 表现 。 

妍 明 ”因为 在 由 完 理 32 所 作 的 表现 矩 陈 中 ， 皮 ”所 到 的 值 是 
土 1, s 镶 所 到 的 值 是 9 或 士 1 所 以 ajE 名 

例 1 假定 234 了 = 六 09 1 那 林 


这 时 国 为 1 二 2 所 以 一 0。a 当 佑 是 和。 于 是 这 时 在 ( 纪 . 旬 右 演 上 只 市 一 项 ， 
因为 689 二 1 7 各 一 8 所 以 
a et BiB = B00. 


今 斌 求 对 三 &= (1 驴 的 均 现 簿 陋 。 这 时 因为 


,2 |+ | 2 |3 | 
PP 


一 一 一 | 一 BA {1 2) Pi-= BY, (1 2) € $1 € fh, 
. | 再 | 各 BPR HDB =, 3 eds (iD eR, 
‘sp | 1 | _] Bo 
Bm 0 ， 一 工 万 好心 瑟 9 (2 B= Bn, (1 2 Etoy 
1 


一 = 的 值 如 龙 表 ， 
于 是 (1D) 1) 间 梯 得 (13)>( 一 ，，) 因为 多 能 够 用 名 轨 
一 0 -1/ -1 4) 所 “3? 
寺 约 生 成 ,所 以 用 抵 障 深 法 由 它 能 够 求 得 对 应 于 中 各 元 的 短 仁 。( 丰 这 下 
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现 中 短 僵 的 元 叱 都 是 0 或 圭 1.) 
例 3 假定 mr 一品 DPD=DG, 加 ;由 40, 例 1 得 


二 加 下 本 [1 als| 
和 B= 一 一 1 Ba—* oo 全 
ekE 315| ij， 
1 1 上 
1 3 | 5 | 
4 ， 5 一 | ， = 
12 5 2 4 | 


这 时 因为 工作 5 所 以 全 中 是 工效 读数 列 ， 共 他 情 渴 为 大 3 人 而 对 于 
>3; 1 容许 数 妈 不 生 在 ，I 赛 许 数列 也 只 有 {1,5},， 序 81= 工 | 的 一 号 一 中 
一 5 一 0、at 一 (39453) 一 (3 和 3 (3 几 一 (有 (24) (3D, rh, 

一 3 ,rw 二 3) 5 全 一 一 工 .村 是 试 求 好 于 4= 位 ) 纺 的 央 现 矩 全 。 


{ 上 ET 一 EI + (1y 
oi 二 8 了 32 
(ra -B= (1 Bi= 0, 
2 1|3| [a1ja| 
因此 Bo 
415| = 了 | 
9 1 | 8|4 本 
ay i BO 1 Bp | | — 
;3 4 人 | 二 
| 二 5 
素 TB 二 人 信人 区 一 一 一 上 3B， 
1 4113 
tL .| 
田 沪 与 前 例 同 样 自 下 让 得 到 所 求生 障 。 
.DB Bb ' 让 次 
Bn, Bh 130 | 00 | oo0 -io or 
Bp 0 1 ! 0 -1 | 0 
EP | 0o 1 9 1 | 0o | -1 
BP | 9 0 | o | -1 1 vo 
五 个 0 v 0 0 一 + 
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信和 ， RDB (1B 一 BUI EE， 所 以 入 一 41。 因为 3 二 马 ， 
内 此 * 旦 一 0 于 是 把 工 09 记 入 左上 位 置 ,出 (1 得 


1L00 —1-1 

0 10 -1 0 

Im- 0 0 1 0-1 

00 0 -1 0 

00 0—1 

-1-14110 

-1 0001 

同样 (人 2334 的 -> 0-10 0 0|. 
-1 0010 

0-10 10 


因为 后 s 上 能够 用 各 为 ， (334 负 生成， 所 以 对 应 于 其 他 元 询 算 陆 都 能 够 起 
上 面 两 个 相 乘 得 出 。 


§ 秽 Weyl 的 和 相互 律 


在 .Ed4 半 (38~ 40 ， 翁 宅 G= 名 ,， 但 在 这 池 G 假定 是 一 
般 的 有 限 群 , 把 G 的 群 代数 4( 的 略 妃 为 4。 双 假定 p 是 对 的 一 
个 表现 {不 是 弃 物 的 但 可 ) , p 的 下 更 空间 是 六 

在 $26, 把 SI) 的 尾 意 子 集 合 ， 命 书 为 于 (四 。、 对 于 让 (V) 
集合 8， 

{7; TERIY, YerES, or=7T0} 
形成 的 站 (1 集合 记 戌 S'S"' 已 证 明 是 和 上 代数 。 把 他 得 记 成 
8(S), 是 做 号 的 刻 换 子 代数 。p(G) 一 fp (2) ;wE G) 是 一 个 并 (V7) 
集合 , 仿 命 Etp(G)) 一 加， 因为 中 汇 当 然 是 8&7) 中 元 ,所 以 对 
于 CEZ, WEV 有 (WEF。 TV 的 子 罕 天 玉 ,对 于 攻 中 任 合 元 < 
满 吓 OY 记 所 时 玉 时 修 对 二 儿 不 变 (或 玫 不 奖 )。 

互 、Weyi 在 他 的 “ 狼 论 与 量子 力学 " (1928 初版 ) 中 最 后 一 章 
言论 了 量子 力学 中 “对 称 辕 题 ”的 对 称 群 与 旋转 群 表现 的 关 尼 ,在 
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昔 度 GL9341) 电 ,他 用 代数 万 法 证 晤 了 当 台 一 人 时 耳 一 == A 
的 堪 至 想 与 对 疙 不 变 的 六 的 子 空 间 之 间 “相互 律 ”( 后 天 的 定理 
33) 成立, 漠 却 版 的 理论 简化 。 兹 介 亲 如 下 。 
首先 假定 六 的 厅 偶 窗 间 810) 是 广 ， 对 于 wE8，wE 广 把 
tp] 万 车 轩 下 趟 汗 闵 : 
[ws, pi (wm) = pp = (pOY, p), EG, (42.1) 
(第 三 过 的 内 积 是 8$ 10,，47 再 的 音义 )。 于 是 于 面 的 命题 成 立 。 
命题 答 [%，9] 关于 ww, g 是 尺 灵 性 的 。 名 对 于 ED， 
4 DEF, py EP, 
[uw w= [ee w+ Lo, wp] [he £1=—=ALe, wl, 
[ww, wg T= [es $1 Ei 1 [A] 。 
酸 明 ”由 定义 (43,14) 自 朋 。 
命题 物 服 站 [w, pg]== [e，9] 关于 所 有 的 gE 了 成 下) 下 未 
由 二 本 
研 骨 ”六 为 中 前 命 古 ，[， 拉 一 [9， 旬 = [一 为 区 ， 六 以 让 
有 (yyEP, [i 拉 一 由 -wu 一 D 部 可 。 但 
YY 他 ， [i gle) = ip (8) 一 邦人 人 = 
专访 v=-0, ‘证 堵 ) 
甘 次 ， 彰 在 $29 例 5 手 访 那样 , 拒 p 的 内 尽 域 自 届 很 据 
PC yo) 一 疡 ep w) 直 张 到 A4。 自 扩张 了 汐 生 到 5) 的 映 
射 仿 记 成 p， 双 于 于 了 E A, 用 
7 fe DN, oEG 
定妆 FE 4 
例 荆 f= f=/. 
[ 佣 ] 由 定义 显然 。 
鲍 8 对 于 定义 于 237 因 的 五 ;天 ,cy 刚 属 一 五 , 全 一 三 ,8 并 下 蕊 让。 


WW] = 位 Ge 恒 ， 1 (ee 9)， 


疗 [wp) 二 -1 
9 (we. tn (wi) 
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因为 名 成 彬 ,所 以 we jw-TE 沁 ,因此 可 = 租 . 同样 下 = 信 ， 全 而 
A (FHF: = FED, 
命题 和 对 于 fE4, 有 了 [eu 91= [wp( 了 )g], Cp(f)) 
表示 p (让 的 笛 衣 映 射 。) 
证 明 出 29 中 芭 的 积 的 旗 习 ， 
CF Lu, 1) Cw) = 人 《Eee pl (gy) ) 


= Cy Cp (ym) wy, p) 


一 总 了 人 Jp 0 
— Oy py pm, g) 


六 EE 如 
— {pplou, 四 


= (ptm wu, {ptf))p). 
命题 5 对 本 FE 4, 有 [wv, wjf= Loi gi, 


证 明 (Tx, p17 tw) - 袜 [we， 甸 ] (rf ay} 
一 它 7 如 Jp 人 fa 多 
一 全 7 (of pW {pe ) gy) 
一 《pf 六 ap 的 
= {pt pt fu, p). (证 证 ) 
假如 对 于 上 张 量 积 和 名 六 32o， 便 立 (P) 中 把 EF 映 身 于 
Pp (w= (2 2)uE 的 元 对 应 ， 昔 就 得 到 月 了 Bo 六 到 8 上 作 
为 向 量 窑 间 的 辐 构 了 蚂 射 ， 这 事实 容易 得 知 。 由 这 对 应 ,如果 把 
王 区 六 与 FF) 同样 看待 ,就 有 下 面 的 命题。 

市 题 跟 对 于 ECEIIF)，vwGEToE 放 有 

To TO, 
证 明 对 于 任意 ET， 


(2 (0 = Tv pO = 3 
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命 厦 吕 ruBo) pl) EZ 
是 明 对 于 任意 wy， 
piy) Toty) 一 之 ， (plyan wg ptr ty 
一 之 pvp = (LE 内 ) 
以 下 假定 4 的 左 理 存 全 停 的 介 合 是 路 ， 暑 中 元 一 般 用 于 表 
未 对 2 不 变 的 子 空间 至 体 的 集合 是 鸡 ， 黑 中 元 一 般 用 厂 水 示 ， 
依照 Weyl 引入 下 面 的 记 法 : 


+ = fu; YPEP, Iu, gE HW}, (42.2) 
Ww =| ;f= Pil, HE Hy, gE P| 
(mm =1, 2, +), (42.8) 


这 里 to 了 当然 分 别 是 户 ，4 中 元 。 
命题 租 中 #4 于 EE 好 GD PE 
(i MND OFM 
(iv) FOW' 寺 DW'， 特别 福清 
是 明 ”OD 取 任 意 5EGZUEYM 证明 on CE#W, 即 YyE 广 ， 
太 ( ,pg1E NM 郎 可 。 轩 次 
ED), $m) — golem) oF (0)) =p (Lopls) tm) 
一 区 sg {p(w) GD) = Lu, Cop] (8), 
所 以 [fg] 一 [Ww， 伟 og] 但 w€E# 了 ,所 刁 它 E 科 ， 
(i) 成 为 4 的 子 容 问 是 明显 的 。 更 对 于 任意 
acEG，' 机 37=- 辣 nu pd (weEW), 


因为 (2f) (WD) =f (oy) © So (wy) i, po) 


= ped p) = Su, ‘ple pi ty), 


看” 因为 (E17 (二 (fo) (Wy) 一 各 人 (DT 而 fetys) 仅 当 =gs-1 朗 
Zr 志 时 学 为 0; 其 他 都 为 0; 所 内 人 站 (的 一 Ce. 课 者 注 
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BTR of — Su pa) pm] EF. 
因 陛 5 E 允 ， 
人 站，Civ) 由 定 交 省 遇 。 《证 毕 ) 
一 般 , 有 (CC_E) 向 基 容 间 玉 的 子 集合 如 时 , 由 并 生成 的 六 
的 子 窒 间 EW] 呀 做 开 的 线性 包 夭 (linoar envelope, linseare 
下 让 lje) 。 自 天 到 又 一 向 是 空间 让 中 的 映射 了 了 如果 痪 足 条 件 : 


再 


0 MF (be) =0 (mEO, EM k=1, 2, 0 


t=] 


命 
YB) = (ed {me CE WM, r=1, 2, ,), 
天 就 容易 理解 ERC P7。 子 呀 做 了 的 楼 性 扩张 ,通常 用 间 
一 交 宇 了 波动 。 有 显然) = LPG ， 
例 3 号 (TF) 是 GCT) 的 嫉 人 入: 包 阁 {让 家 卉 洪江 )。 
饥 4 4=449 是 他 的 乒 许 包 糙 ， 在 151 页 三 下 中 定 文 的 p 是 对 应 于 
它 的 分 性 扩 咀 。 
一 般 ,假定 3 是 一 个 代数 系 ( 群 ,代数 等 , 但 改 虚 代数 时 , 浊 仙 
体 展 定 是 Cy ,是 (CC 上) 间 是 空间 , Pp 是 自 太 到 名 0) 中 的 同 起 
映射 。 下 时 p 针 催 在 中 及 的 宕 更, 六 叫做 它 的 表现 空间 。8 的 
了 于 集合 D6 及 它 的 表现 po 条 定时 , 假如 5 是 So 的 钱 往 包 颖 ， 班 就 
能 够 得 到 作为 po 的 科 人 性 扩 想 的 请 和 的 表 吏 pp。 
能 洛 mpa 是 六 的 两 个 站 现 ,它们 的 表现 空 玛 分 冲 是 厂 , 六 ,而 
pp, P(x) 了 郊 是 将 /到 六 ;作为 他 最 空间 约 疗 构 觅 射 ， 当 
YeIS, p(s) B= 人 Hpi (gy) 
时 《与 群 的 表现 情况 同样 ) ， 户 与 p4 是 做 等 价 ， 
pe YT 与 了; 具 收 作为 请 的 表现 室 闻 同 移 。 写 戊 
~vpe 六 一 不 变 子 襟 辕 的 概念 也 与 千夫 现时 的 同样 定居 , 即 


og| |* 
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代数 关 总 的 表现 p 的 表现 空间 厂 的 子安 浊 不 ,如果 是 站 (7 ) 集合 
PC 的 不 变 子 空间 (168 页 ) , 矿 于 做 了 的 与 -不 变 子 空 则 。 

例 5 假定 8 是 久 (F) 集合 又 成 为 一 个 代数 颈 。 这 时 p (0) = 2 2E8 的 
改 现 p 葵 出 站 的 同 移 表 更 。 它 是 做 8 的 自然 表现 。 

例 6 人 慨 定 5 与 例 38 同 样 ， 如 果 取 下 的 5- 不 谈 子 完 阳 Tr, Ws; 屠 就 得 
到 ztw) 一 人 | 开 的 赤红 由 得 一 1 二 23) 为 了 DiI~pa 三 WI~ Wo， 下 面 的 条 件 是 
村 分 的 :存在 泪 是 yi ES YaE 证 1 To 贡 ( 和 二 呈 og ( 虽 这样 自 全 1 到 仿 '， 
作为 向 量 空 间 的 间 构 腕 壬 全， 

假定 时 的 元 ! 吓 , 含 于 吓 的 侈 体 扒 合 是 驶 o 合 ， 那 六 由 命题 4 
{iw) 得 WE 路 因为 完 中 元 (因而 当然 加 ,中 元 ) 痢 是 信 的 左下 
出 起 更 的 表现 空 交 ， 记 以 也 是 宅 的 多 性 扩 旺 表现 的 表现 宏 间 。 
区 因为 如 3 璇 是 4- 不 变 子 空间 ， 所 惨 存 在 把 钱 作 为 表现 空间 
P(E， LEZ, 这 和 祥 代数 2 的 表现 。 

Weyl 的 相互 律 是 表示 在 作为 下 更 空间 的 集合 豫 ， Wo 之 天， 
棋 据 提 H 有 保存 作为 表现 空间 同 构 关系 的 一 对 一 的 对 应 , 序 下面 
的 定理 成立 。 

定理 93 CWeyl) 假定 4 是 者 限 群 全 的 群 代数 ，p 蚌 合 的 表 
更 ,三 是 p 的 表现 空间 , 2 是 pfG) CBE 的 迹 换 子 代数 。 把 
4 的 左 理 想 和 集合 作为 丑 ， 六 的 如 不 蛮 子 空间 的 集合 作为 外 。 对 
于 WwEF, gEP, 由 (42. 了) 定义 fy, g]E 4, 对 于 六 E 员 ,FE 由， 
由 (42.23)， (42. 引 定 半 六 ，H"， 又 殷 定 较 的 元 中 仿 于 FY 的 第 
合 是 骂 。, 那 未 对 于 EE 和 不 ,于 0E 驯 ， 

OD MA, i) WW, 

ii) CHDN) HER, EWN = MEY. 

{iv) BH~ desNH iM, HWe:H ~ 


三 ”因为 一 舰 中 二 4 但 可 能 呈 计 区 这 田 合 古 54，nF 是 AC0) 的 太 理 
起 所 息 窜 舍 有 4 人 G) 中 的 左 理 栋 ;人 世 水 一 定 包 会 4 人 Ge) 中 所 有 左 效 看 。 霹 者 福 
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这 定名 的 证 明 在 本 质 上 是 引用 -上 面 荞 命题， 再 把 下 面 三 个 引 
理 作为 准备 。 首 先 注意 由 8 2327 命题 20, 叶 中 元 型 能 通用 4 中 适 
当知 等 元 写成 4e 的 形状 。 
引 理 1 假定 把 驱 中 任意 元 并 写成 于 一 Astls 是 之 等 元 ) ; 那 
来 
+ 有 一 PE。 
族 明 和 折 下 面 的 关系 显然 。 
uwE MypEF, [lu gp]E NM 
vpE 广 ,fu,p]s- [ip] (由 230 真 命题 20 上 3 行 ) 
vg [P(EDY 的 一 [dp] (由 命题 谍 ) 
p(t= 4 《由 命题 49) 
人 WE PLO (=p Vp, 
引 理 2 NCH. WD, 
三 明 由 定义 自明 。 
引 理 3 :是 丙 侧 理 下 。 
又 明 “六 当然 是 左 理 想 。 在 证 明 它 又 是 右 理想 时 ,证 明 对 于 
任意 FE 4， Ff 忆 呈 即 可 。 假定 


Vy 39 一 总 [i gi EF, 
那 末 gf = gf -Sof us, pl. 
这 里 当然 p( 方 wETP, 所 以 gfE 吓 ， 


定理 台 的 证 明 (ti) 假 妇 用 六 等 元 s 写 感 开 =4e， 因 为 
型 局， 所 以 EW 能 能 写成 


f=—fe=— Dr, pe Sp(B)m, pd wEV. 


由 引 理 1, p(wE p (人) 广 =# 有 所 以 了 E 只 灶 ， 因 此 于 CC 时 和 ， 
由 这 与 引 理 2 即 得 到 并 一 时 形 。 
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{ii) 假如 用 徊 等 元 = 写成 :WV = 4s， 那 来 由 下 理 1， 补 邢 

一 6 多 六。 因此 
plé) -ot plo™) 一 全 Ship ). 
了 EE 
及 因为 eE ?WV 所 以 
sr) -之 [wy pil Cw) - 立 (ole)m po EW. 
于 是 (用 中 理 1 的 证 明 中 最 后 行 ) 
#30—p (EoD Bolo pple)o 


-DD Bo pu. 
但 由 命题 58， 人 3 (p(w) v60g)p(z) EZ 由 这 与 WE 本 得 


DS PUT) OPN PF) WE HW. 


ET 

所 以 4 全 玉 。 因 中 二 碾 己 玉 ， 由 让 与 引 理 2 序 得 他 = 全 

Giiy 因为 NU, WNW'CNMDWM', 所 名 + MCE(MODMY. 
因此 + 人 Hic4( 有 四 WO， 再 因为 + 和 ,+ 有 CBA 所 
CY 关于 DC HMD#HN) .是 
HCNMD)CEHDEY,. 

MOM + D+, 

局 祥 HEWN = "WB. 

对 于 (iv), 证 有 明太 和 ~ 于 于 :~ 两 
茶色 可 。 

恨 定 亚 一 这， 由 使 丁 刍 系 2 形 与 型 ' 之 问 的 同 柏 对 应 能 
铝 用 证 当 的 加，FE 4 由 

所 一 Fo fF-—7 FEM, PEM 

葵 由 ， 对 于 所 有 的 7E 开 有 了 一 了 fofs。 现在 假定 wE#+M， 那 末 
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vpEP, ty, gEM. 于 是 Yop， [eCfou, p= [yu, pfoE M'. 
所 以 六 jwE# 形 "， 因 此 假如 对 于 4 如 使 (Au 对 应 的 睦 射 是 
:#1 慎 就 来 证 明 全 葵 出 自 * 找 漳 *WY' 的 同 构 映 壬 。 与 
下 同样 , 于: 4 一 天) 由 大 0 一 p(w QeE#M') 定 闵 ， 

vp, EVE (WD), 1 -tp(fhp(l hou, 9]— [pCRYD)Y, 9 

= [%, plfofo [us, 的 。 

所 以 由 命题 49， 因 (0 一 ww。 同样 于 (w) 一 ww。 因 时 由 站 真 例 
10, 者 ， 好 是 金 音 射 且 吾 为 朔 映 射 ,并 有 旦 显然 丘 是 黎 性 映射 。 肥 对 
于 任意 5EZ， 因为 = 所 以 呈 炸 出 自 *HH 到 *WY' 作为 案 现 
空间 的 辕 术 时 射 。 因 于 ~ 

其 次 ,假定 于 ~W'， 娄 有 自 下 浏 玉 ' 的 午 档 对 应 歼 ， 对 于 任 
意 5EZ, 假定 5=Wi， 这 时 对 于 


WW SF- Su, pd (EW, gE 了), 


如 果 g=—>® (6) ， Pt, 
显然 9E "WW"， 和 但 由 对 于 了 使 与 9 对 应 稻 李 得 到 ff 玉 与 TV' 之 间 
作 沪 表现 空间 的 辐 拘 对 应 ,这 事实 东 曲 如 下 。 
首先 ， 东明 不 论 了 的 自 示 方法 如何 , 9 对手 了 是 唯一 地 了 确定 。 
为 此 证 明了 一 69 一 个 序 可 。 假 定 &EF， 训 阳 命 
Te 一 之 [pH gp) C1), 


a ~ a 
Pf Of pt = PE) BD) PETE 
i ae f=1 


3 upJp(e DW To 


{=1 ze 


假如 命 Bi) = Vy 同伴 得 
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be 


P94 一 训 T 
AA EA A 

六 此 j=0yvwEF, p(w=0 

EF, piu=0 

yuEr, viEPF, [ou, pl= [i, po9—0, 
因为 "VV 中 元 能 铝 才 未 为 Se gj EF gEP 形状 , 所 志和 
果 f 了 ==0, 那 未 ”了 .9 一 0。 由 引 理 3 有 满足 a, GE 全 
的 :党 等 元 s。 因 此 7 一 69 一 0， 

假定 由 以 上 所 定义 的 自生 到 "TF' 的 有 映 射 是 三, 与 前 中 段 同 

样 沽 察 ， 得 知 %' 是 至 单 射 。 又 多 显然 是 线 许 遇 射 。 对 于 任 交 
EG, FEW, 


更 2 人 ( 方 -ww cai gj 
= bn, pl) (EW, piEP) 
= 总 (fo p(w DP]) (命题 50) 
= ‘pte™) pu 
oo 四 = 人 Cro EW). 


因此 ~ 

票 把 MEJio 玉 E 双 分 别 看 咸 Q，Z 一 (pL6)) 的 表现 空 
向 时 , 如 果 好 是 既 移 , 那 未 *M 也 是 亿 欧 。 双 如 果 到 是 经 移 , 半 
末 "多 地 是 既 特 。 
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$ 43 一 般 重 性 变换 群 的 号 量 开 现 


慨 定 于 是 固定 的 月 然 数 , 六 是 C 上 mm 纵向 量 空间 。F 的 一 
盘 楼 性 变换 群 为 人 = GE(I)， 凶 当 然 是 无 限 群 。 在 本 章 直 测 现 
在 只 以 讨论 有 限 群 的 表现 为 主 , 在 这 最 后 一 节 来 考虑 无 限 群 蚀 的 
表现 。 

3 能 驱 看 成 为 它 自 身 人 的 表现 ,这 是 氏 的 "自然 表现 ”(8 25， 
例 抱 ,这 自然 表现 用 o 表示。 个 o 的 强 量 积 cB-…Bo=o", 成 


个 一 上 
为 把 wr 准 向 量 空 次 了 加 …@F 一 大 作为 表现 空间 的 人 的 表现 。 
5 几 做 天 内 的 张 量 表 更 〈 旧 由 24 页 0" 和 出 能 够 在 四 =GL( 的 
线性 包 箱 &\ 广 中 定 尽 -因此 cwR(U) 也 有 意义 ) 如 在 $25, 例 6 
中 注意 的 那样 , ec 是 名 的 弃 移 表现 , 但 5" 当然 一 般 不 是 既 物 ( 因 
为 鸟 不 是 有 限 群 ; ,作为 有 限 群 表现 葵 出 览 点 的 定理 8 在 这 里 也 不 
能 使 用。 但 庶 用 前 闻 定 理 33, 张 量 表现 co"” 是 完全 可 鹊 , 关 卫 这 餐 
煌 表现 的 仁和 分 钱 衣 够 用 7%* 阶 对 称 群 人 =S 的 表现 理 答 求 得 。 为 
了 简章 起 见 ， 以 下 固定 取 玉 的 一 个 基 诗 《ia Un}; 就 由 它 用 
127 真 的 方法 构成 的 7 的 基底 {公允 人 人 = 而 的 … 国 加 ， 


所 和 个 一 一 
0 0 og, 0 Wm Um On) 素 谭 论 。 
二 一 个 一 所 外 个 一 
首先 对 于 区 一 侣 39 定义 po EGLO" 如 下 : 
对 于 FY" 的 基底 WD = 00 CO, 人 


foo 和 
PV UY = Cos), 


对 于 VV" 的 一 般 元 0" 之， (43.D) 
Pl) ov = Shp (wo) un, 
t=1 


这 料 , p 姑 然 是 驴 把 六 "作为 表现 空间 的 表现 。 
例 1 假定 台 一 向 2 一 有 如 有 果 2= (132), 那 末 


下 和 一般 畔 仁 变 换 群 的 张 基 恨 现 271 
二 1 记 ， 


加 加 了 
一 般 , 俱 如 ce 人， 加 ») 
那 末 p (wy) 人 = 


例 2 假定 pia 一 wt zw 是 自然 狐 iIism") 的 殉 煌 ,对 于 车 的 利 
关 成 为 站 。 这 图 数 关 系 用 


计 二 [ 站 
发 东 。 朗 PMD = 
双 命 <- 人 2 时， 区 一 2 
克 


于 未 ze(m 是 定义 于 扯 然 数 0tcu<cm) 而 与 zx 中 完 伪 不 同 的 男 数 。 这 价 数 
wk 在 (43. 了 已 释 引用 。 这 和 法 上 [站 skoy 在 以 下 常 第 引用 ， 

关于 把 上 面 那 样 定义 的 Vr* 作为 砂 更 空 因 的 日 的 表现 bp 与 名 
药 张 量 表现 o" 间 的 关系 ,有 下 面 重 要 的 命题 。 

命题 中 假定 b 是 在 上 面 定 义 的 的 表现 ， 如 果 2 (的 的 窑 
换 子 代数 E(p(G)) 是 2(CGEGm) 时 , 那 末 7 的 子 空间 卫 是 
24- 不 变 与 下 是 om 名) -不 变 是 辐 一 回 事 。 


Pe 
= GE 一 全 VOW 


一 


二 蕊 。 下 ADV"o Ne MM, 


仿 慨 定 承 认 这 命题 , 如果 把 前 节 的 G, p 分 别 作为 是 在 .上 面 所 
定义 的 ， 那 未 前 节 的 加 能 够 看 成 为 四 的 表现 o" 的 表现 空间 的 子 
未 现 室 关 的 难 体 。 这 样 由 定理 33 (Weyl 的 相互 律 ) , 久 的 崇 现 究 
加 W 与 含 于 V7? 的 4 一 4(9) 的 左 理想 履 之 并 一 对 一 -的 对 应 成 
立 , 久 的 茎 鹏 表 现 空间 都 能够 自 合 于 "的 弃 蒋 左 理 想 放 一 和 出 
作 # 时 二 p 全 的 操作 得 晶 。 妈 所, 下 sE 难 是否 是 等 价 的 囊 现 
位 间 ,由 ACG) 中 对 于 汇合 的 左 理想 :友和 “ 克 3a， 是否 是 等 价 来 确 
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定 。 殉 有 限 群 的 表现 是 完全 可 物 。 
因为 "V* 能 铝 直 和 分 解 为 
T= MOM 
一 1 … A446) 的 猎 移 左 理 想 ) 

形状 ,所 芒 对 于 省 的 ge 的 小 现 空间 也 能 链 分 解 为 疡 和 构 玫 现 空间 的 
直 和 和 * 

了 
国 此 得 知 o" 是 完全 可 和 的 。 有 + 和 在 人 大 的 重复 度 显 然 与 并: 在 
* 庆 的 重复 庆 一 致 .因为 基于 一 全, 的 表现 诺 $38 ~ 和 41 已 僚 仿 ， 
所 以 利用 它 亡 刍 解 决 关于 o" 同 种 类 的 问题 。 对 于 这 些 硅 困 汇 和 集 
作 汶 丘 面 的 定理 3 来 处 述 。 百 判别 44G) 的 荆 狗 左 理想 会 于 和 
与 天 的 同 题 是 新 发生 的 ,但 它 也 能 够 用 全 = 名" 的 守 素 简单 的 解 
座 。 世 事实 也 在 定理 3 中 急 沈 ,证 表 忠 在 那里 葵 出 。 

其 次 ， 为 了 证 阳 命 题 在 及 定理 4 需 淮 备 两 个 必要 概念 和 几 
个 引 理 。 

询 于 宅 的 子 群 五 ,把 请 足 瑚 30 YE 五 ，pta)4 二 9 的， 
是 做 nN 阶 关于 于 的 对 称 忠 量 , 抠 满 足 FSw，YwE 日 ，p (ww 
二 (Sgn 人 0 中 的 , 叶 做 各 阶 兴 于 五 的 反对 称 经 量 。 当 五 = 全 时 " 湛 
了 0” 这 证 省 路 。 

2 阶 的 对 称 哈 量 全 体 A", 反对 称 怠 基 他 人 居 有 ”显然 分 别 构 戌 
天 的 子 向 生 空 间 。 

例 3 r=2， 1 一 时 ， 了 一 了 5 的 基底 让 二 机 罗 机 2 一 让 全 作 ， 
革 ( 叶 二 如 鸭 负 人 一 名 过 项 四 个 元 梅 成 ， 宪 全 中 放 切 ，wE 加 到 因为 
A 由 的 无 闫 特 :， ada EE Say = 因此 全 ， 
六 加 十 攻 罗 人 三 个 元 构成 齐 的 基底 。 一 般 ， 对 于 了 的 基底 wm 一 后 , 国 … 
i,y 如 果 命 他 0 wD 二 5 C80); 在 六 加 中 假如 工 有 4 个 ?各 有 


[个 (+ 十 柳 = 了 时; 那 末 8 C40) 一 St 时 p= 


9 一 般 粮 性 崇 拘 从 的 强 革 大 现 好 3 


+ 


1 
一 虞 准 ， 冲 共 做 成 (“个 SCD)@ 它们 构成 5 的 基 直 是 容易 现 


和 解 的 。 因 此 


二 2% 一 
dirm Sr= C ) 
例 4 mn 二 2, % 一 2 时， 用 与 上 同样 记 法 ， 那 林 S"“ 二 52 的 基底 是 xm 一 
wD im 59 二 1 一般 ;假如 了 中 元 0 = 了 OW 从 =， 
例如 ;如 果 诺 三 ja 那 末 
PL DN 
Re Re Ee EE 


三 ?~ jem 的 Wi + 了 


全 候 姑 在 AD 中 有 上告 个 二 个 2 个 证 在 & 中 有 二 "个 划 
2 个， 个 的 
= 一 1 一 3, 此 时 
8 之 2 (pt te DPD pi pL 3N, 
Su 一 Pp) 侣 的 ) 一 襄 侈 误 国 砚 十 殉国 计 罗 说 十 诡 区 三 汰 二 
十 庙 臣 仙 的 种 十 闫 的 搓 的 庙 十 语 的 庙 芍 ta， 
SUH = 让 EE UE A 
十 址 的 1 国士 订 优 库 儿 回填 驹 的 区 寺 ， 
万 具 总 Ce 人 一 上 全 导轨， 
及 之 ; 假期 站 全 人 一 省 闭 未 是 因为 w 人 0 中 合 
的 个 数 4 和 不 六 蛙 换 3 而 改变 , 刘 果 A 外 三 A, 于 末 #0 就 不 从 上 式 中 的 右边 出 更 , 检 
且 妆 交 二 荆 时 和 个 生 有 富国 此 由 苗 式 号 人 人) -== Ce0) 可 扒 出 #9 可 骨 其 全 基底 
4 中 镶 性 吉 示 , 责 这 与 假 坏 相反。 课 者 注 
加 SG 量 热 是 属 隆 Sr 友之, 如果 WE B89， 屠 示 4EF"， 因此 可 避 抽 站 由 
wD 六 性 习 示 。 假定 


= ha 
姥 宁 
BED St SC a + ) 
宙 溉 定 5 一 ds 所 已 
Wa fu) 十 和 aa -Ap Cu) 。 
因 直 S04) Ca 是 87 的 基底 。 
灵 因 为 S50) 的 个 数 知 十 二 -二 十 十 tw 一 7 申 淹 页 的 整数 酸 的 个 数 ， 邢 它 启 
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因 和 52 一 0。 同样 用 坑 3 的 记 法 ; 健 知 Wi? a 多 中 只 要 有 一 个 > 工 屠 
未 中 =0。 特别 ,假如 m<n, 汗 末 Sm"=0， 概 医术 =r, 那 未 dim 5""m=]S"" 
的 直 不 由 下 面 的 元 答 出 : 了) (sgn 2 mg) (的 一 的 ww， 要 如 mn， 于 末 
ir sm=(™), 5" 的 基底 当 fm 训 }c {1 2，…y m} 时 ， 由 加 (392 汪 ) 
“0 和。 

1 理 1 假定 wEV, 那 未 W300wE SS" 太 8" 与 {5050 

二 下 一 


2EF 的 线性 包 略 5 一 狐 。 

黎明 ”前 什 眉 疏导 二 8 是 明显 的 .为 了 证 咀 和 各 ， 考虑 Jr 
的 对 贷 空 间 产 ", 在 广 * 的 元 中 与 5, 88 直 交 的 至 体 (在 和 9 真 的 意 
义 下 是 5,53 的 零 化 空间 ) 修 别 用 到 ,路 表示 。 这 时 到 二 下, 朗 对 


底 辣 (9 94) 、 那 末尾 就 等 于 (si 二 sa 十 … 十 so 的 展开 式 中 所 食 ssm 的 滋 妇 的 项 
数 , 如 时 会 分 二 (oa 十 … 十 2 二 为 二 井 特 (而 十 Pn 搂 一 项 式 吉 开 ,再 将 于 一 oo 十 … 
十 sr 眉 开 裔 可 避 壳 出 下 面 的 等 式 是 抱 立 的 
Nm R= (nm 1 Nm 1 ny, (1) 
上 式 中 的 六 (mm, % 一 才 是 仿 加 的 项 数 ， 和 (mm 一 1, 和 十 丰 售 妇 的 项 数 。 
区 因为 对 于 在 意 出 ， 区 人 二 一 出 对 于 和 企 意 mi 人 人 一 工 ， 因 此 在 位) 涉 中 如 
果 池 生 一 2， 议 得 池 


NS, 名 一 TH 和 (2 nD), 


同样 NI 1) =1N(3, nr, 
因为 NB 1) =2, 


所 及 从 工 面 诸 式 序 得 站 他， 条 一 站 十 1 
再 在 人 1) 式 中 舍 mm 一 3 就 有 
N38, =N (8 Rn—D TN, 2), 
慰 样 入 (89; nh 一 和 一 有 {8 一 各 二 和 (人 ) 一 了 ， 
Ni8, 2) =N (3, DN 2, 1), 
下 但 HN =8, 
电 以 上 诸 式 序 得 
N (8, W) = dn) (na) , 
一 般 由 忆 } 对 于 加 用 数学 归 炎 潜 妇 得 


{m1 m1 
人 Do 交 ) .一 -主考 得 


$ 48 一 般 生性 变换 群 的 张 总 表现 a75 
于 9E 户 证 朋 (vwEV, 0 (500 -0>Y9E Sg (W) =0 


可 因为 但 在 例 3 所 示 的 章 样 , 郁 够 取 总 too) 作为 5* 的 基底 ,所 
ves gv) =00Owv, pO =0,. 人 定 
Ei -六 My 
那 示 下 光一 
辣 此 ,很 加 wuE VV， 克 性 光 2 天 0， 芜 末 
i nA 00,) —0 
对 于 yj 特 成 全， 于 是 和 儿 立 变动 于 如， 2，……，m%}， 剖 就 取 
Wm 个 而 . 命 一 而 06000 WW 中 一 wp00…00w;y 用 例 3 的 记 法 ， 
Fal 3 he 那 末 
Ey 


A a 


十 1 
上 而 mr 个 硕 的 箱 | 整 再 为 Cr 


po 


2 Mpg ts Ca: “RO mn tn) 。 
向 十 十 各 mm 一 站 所 UL 个 一 > ein 个 一 > 


这 晤 后 式 子 假如 对 于 包 有 的 EC j=1，…, 有 是 0, 显 铸 
ViptS (=00. 
引 理 2 假定 9 一作 , 的 葵 8 的 全 直 加 换 构 成 的 群 是 全 8 的 
Young 的 对 称 子 是 6, 那 玉 pC 人 Fr 由 元 是 关于 全 的 反对 称 张 量 。 
征明 ”由 261 页 例 2,6 玉 吾 ， 因 此 ,和 如 果 和 ER,vEV*, 那 来 
PO POTpEK A (sgn Pp(KH)v- (sgn Pp(6)%. 


症 国 逻 St Cl 的， 是 常数 侧切 Hm 局 中 
ee 


oT 
1 个 站 个 
三 意 淫 ,所 坟 
1 Eb TE , 
HI" + iv: = 一 一 一 一 
三 个 Am 个 


可 天 看 成 为 CC 上 4 次 tt 个 变量 的 多 尖 式 , 田 多 项 式 理 戎 具有 包 (3( 几 六 … 图 四 国光 
i )】 全 为 才 肝 ; 窒 才 恒 等 也 0. 一 一 澡 者 注 
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所 凡 6( 介 z 是 关于 介 的 及 对 称 蝶 量 。 (证 毕 ) 

SF 中 元 对 于 上 面 回 定 的 基 庭 能够 用 % 服 三 尘 (ot3) 
一 (oa 各) 玫 示 。o88 表示 守 苔 的 第 了 行 第 地 烈 的 元 起 ， 瑚 的 基底 中 
第 i 个， 第 了 个 的 元 分 判 是 入 的 …Ch5,， wr 鸭 … 区 tos 时 ，e 中 也 
生成 曲名 以 下 考 虚 R80" 币 元 的 甜 阵 表现 时 ， 常 常 音 开 姑 出 
定 的 基底 素 疹 虚 ， 所 内 这 下 实 不 再 一 一 凋 明 。 双 把 它 的 短 阵 下 更 
与 个 中 元 上 自身 局 祥和 看待, 而 二 胞 RUF 37 一 (ol3)， 

例 品 zE 他 上 时， 坡 示 zt 的 答 障 是 第 [站 行 ; 第 1 列 企 一 1 2 有 是 
I 共 他 元 素 部 是 0 的 得 障 。 妇 

-Sand 

上 醒 天 :了 把 "作为 表现 空间 的 人 的 表现 ptw) ,由 它 把 0) 
作为 表现 空 商 的 9 的 表现 Ww) 可 如 下 素 完 义 。 邹 Pt) 对 于 
的 基 度 ut 由 pt)w- 2 素 定 艾 ， 对 可 六 的 一 艇 元 成 为 它 的 
焙 性 扩张 。2(F") 有 人 2 个 基 有 展 本 下 他 赔 中 一 般 元 (of (2" 
毅 和 近 ( 合 ) 部 够 写成 >aid 台 于是 对 于 i 定 尺 洛 

PD) Br Fs. zw , 

对 一 般 的 元 , 作为 字 的 郴 性 扩张 。 宅 痊 出 人 的 委 现 是 朋 显 的 。 

六 人 中 元 只 满足 YE 人 人 ) (of8) = (8 名) 的 :部 广 足 

veEG, vi tl ab=ad 

的 中 做 双 对 称 。 假如 六 (FV*) 的 元 中 到 对 称 的 至 体 用 入 未 ， 由 
引 理 1 即 伞 下 面 引 运 。 


种 二 Pt) 一 S 五 8 符 知 


pr | isig. 一 课 首 入 


国 ” 芝 就 着 把 Pm 看 咸 向 最 内 了 间 , 六 (四 是 这 向 是 空间 的 入 性 变换 ,一 一 圳 省 注 


3 43 一 般 入 性 变换 群 的 渗入 下 更 277 

引 理 3 与 ot) CGO) 的 枪 性 包 箱 一 和 致 四 。 

妓 明 在 引 理 1 ， 如 时 把 玉 用 &T)(sFGP 替换 (注意 
R&D))9 就 得 到 品 一 [oO ]。 这 右边 出 264 页 
命题 纤 证 朋 的 后 面 得 

[o*t[®])]= Ee" = Lo(®)], 

引 理 4 各 与 全 序 区 (pkG)) 一 息 自 。 

征明 一般, 假如 人 LF" 32= (at)， 由 例 3 得 


pA) Ao) = Ca af) p80) = (olap), 


但 oD odo = a PD oo ai, 
国 站 2E ZOvE Sr"， 所 及 "7:-F， (让 失 ) 


由 下 理 3, 4 ( 拒 部 作为 媒介 )，, 因为 = [o" (名 ]， 于 是 命题 
55 得 鞍 。 拒 忆 上 作为 惟 备 , 即 得 我 们 的 目标 关于 名 药 形 现 er" 的 
定理 34。 


二 ”在 这 直 理 中 名，oa (图 ) 者 是 看 民 为 商量 罕 闻 人 引 中 的 而 婚 。 为 了 与 可 理 
工 坟 脖 ,可 夫 考 下 面 的 对 点 。 


可 再 1: Vn Sn pt) ue 
MN 
过 个 
| | 
中 TT 于 
好 [ 理 33 人 (T= (IP) Bn Pla ABBA AQ 
Mp 
1n 个 


在 引 理 4 中 讲 于 他 总 4EF， 护 合 必 轩 … 罗 归 中 每 个 元 显然 对 po fxrE 3 不 
法 ,因此 已 合 杆 各， 然后 再 证 帅 它 的 线性 筷 纤 和 全 的 访 性 包 桔 四 等。 
在 可 至 车 中 车 于 任 评 -EU 第 合 {4 交加 4] 就 二 ont 加) ， 丽 它 的 每 一 元 
3 “A 如 暴 和 4= (7 二 1 了 康 2 中 的 区 一 般 划 
吕 个 


Ge 喇 污 ea (= id te ky) +， 于 是 半 巴 任意 和 有 天 oz 四 
一 6、 所 届 向 最 2 一 ta 从 含 手 人 "同样 可 前 昌 01 加 ) 世 合 于 千 ， 因 此 用 引 于 1 的 
同 梯 刘 尘 可 凡 斌 皮 $1 与 on(09) 的 搂 性 包 烙 一 下 。 一 “ 赫 者 放 

全。 ”三 这 引 理 中 上 在 将 Sn oo 全) , pt) 大 碟 为 南 呈 空间 上 4 上 的 纯 竹 变换 。 震 
者 注 
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定理 给 他) 假定 六 是 把 忆 作 为 基础 体 的 mr 蕉 向 量 空 沿 ， 
儿 =GIL(OPD 的 自然 溢 现 是 o，, 那 未 把 所 作为 表现 空 疗 的 名 的 表 
更 07 是 完全 可 条 的 。 

《2 假如” 阶 对 称 群 G= 台 .把 捕 作 为 表现 容 间 的 喜 现 PP 由 
(48. 了 定义 , 慰 订 "的 巴 葛 子 表 现 的 袁 现 空间 的 至 剧 ， 如 玉 对 永 
王 行 数 是 小 于 或 等 于 各 的 他 的 盘 电 的 Young 的 对 称 子 是 ts 时， 
与 p(6mT" 的 全 体 一 致 。 

(3) 为 了 pp "~ptép28", 恬 生 只 要 盘 ,Bs 是 属于 司 
一 主 0 

(和 《8 的 意义 ) 对 应 于 守 必 的 弃 园 裘 现 的 重复 度 符 于 属于 
台 品 的 标准 报 的 个 数 加- 

购 明 ”中 ) 在 272 丰 中 沁 攻 证 用 。 

在 ‘2, 假如 训 的 行 数 是 7, 那 未 只 证 骨 r 人 有 时 ，p(Bo)P" 
二 人 7 pen" 人} 部 可 。 

由 3 引 理 2, p (E27 中 元 关于 吕 (B) 是 友 对 称 张 量 。 因 此 关于 - 
上 的 第 一 上 询 中 元 的 蕉 秆 促 换 孚 体 父 是 反对 称 张 量 。 第 一 确 的 刁 直 
填 换 爹 体 构成 7+ 阶 对 称 群 ,假如 7 守 7%， 懂 未 由 例 生 反对 称 虹 量具 
是 0。 

假 加 7? 一 mm, B 所 属 的 言 蚌 如 ays …， mr) 时 ,如 果 


EF" 和 一 
人 > 一 一 


那 末 pt6s7V" pl6r12 王 0。 实际 .上 ， 
piepv= ptRAp HM [SB :Ip Ey) vo, 
pKB) LG= Le (sgn FplR) oa, 
‘3) 向 定理 80 与 定理 3 自明 。 


(4) 因为 由 前 节 引 理 4， J* 是 两 便 理想 ,所 以 能 名 唯 一 的 分 
解 为 4 的 最 小 两 侧 理 想 的 直 各 
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Hp 一 - Oo， 。 :DAD,. 

0 一 1，-…， 9) 能 够 分 解 为 等 于 属于 对 应 于 宪 的 癌 DP 的 炊 淮 

温 的 个 数 的 斌 简 左 班 想 的 直 和 ,由 这 事实 与 定理 88 (Weyl 的 相互 

律 ) (由 是 明显 的 。 【证 地 ) 
注 蔬 芋 在 上 面 , 只 湾 察 了 4(@) 的 左 理 想 , 部 售 考 罕 右 理想 也 能 够 得 到 

与 -上 同样 的 辐 果 。 这 时 企 对 应 于 定理 持 的 定理 中 ,用 ez 代替 订 朗 可 。 
二 蕊 2 关于 对 成 于 癌 卫 一 万 (oa 4 or) 的 区 的 询 葛 表现 的 攻 数 有 下 

面 公式 是 菇 知 的 《Wey 1 o 由 r= 有 时 ， 售 rs 一 =Pm 0, 名 

Him (1, 2 1) 4 


可 人 人 19 ”和 Tn) =II(%,— 2,) 1 
tes 


dr Ia, oy 0 


则 DT nl, m0 ， 


以 上 全 完全 是 从 代数 上 幸 讨 论 , 但 若 讽 仿 为 拓扑 群 , 基尼 是 
李 (Lie) 群 ,就 要 考虑 昌 的 李 汪 。 关 于 上 面 久 的 败 现 的 糊 果 , 自 村 
环 蓟 的 亚 场 世 有 意义 ,但 这 让 于 本 从 书 中 《 李 群 座 ? 一 书 。 又 明 旺 的 
与 上演 伺 的 邯 困 不 仅 名 =GLIF), 关于 盏 的 各 种 子 苦 所 性 
黎 性 群 , 鲍 站 百 群 , 旋转 群 等 一 一 世 成 立 , 对 称 群 的 表现 洽 也 能 够 
利用 这 些 群 的 表现 航 。 因 为 这 已 友 远 超过 预定 的 篇 幅 ， 关 于 这 等 
的 幸 克 讨论， 在 这 里 不 得 不 撒 村 。 在 本 从 节 有 关 群 答应 用 的 书 中 
这 等 事实 将 会 触及 。 

作为 参考 书 一 般 关 于 代数 ,在 吕 鲁 举 由 的 van der Waerden 
的 书 在 今天 仍 是 标准 的 落 作 之 一 。 但 基于 对 偶 鹤 划 和 张 量 积 告 流 
有 和 象 本 地 那样 的 处 理 。 关 于 笠 性 代数 方面 其 广 有 NN. Bourbaki 的 


各 夫 考 H. Weyl: The Ulassicel Groups (1999), Chapter YIL. 5, oO— 阐 
者 注 


280 应 3 闪 廊 限 群 的 表现 均 
并 性 代数 (Alg8bre 1iméaire)， 凶 重 线 性 代数 (Alesbre Multi- 
ingairey 两 分 册 。 

关于 败 的 袁 更 葵 有 三, Weyl 古典 的 “ 群 论 与 量子 力学 "(有 内 
出访 日 许 本 )。 关于 § 抽 的 办 容 也 辣 痒 出 现 于 Woyl 的 古典 群 渝 
(Qlassical Groups) 。 但 钥 述 得 不 容易 理解 。van der Waerden 的 
量子 力 党 中 的 群 论 广 证 【Die gruppenthoeoretischo Methode in 
dar Quantenmechanik (1932) 有 更 详解 玲 。 下 .Boerner 的 人 君 喜 
示 注 (Darstellongen von Gruppon 局 955)) 引 入 新 的 辣 果 ,其 关注 
就 消息 多 了 。 

最 后 就 术 书 执 儿 的 瑟 任 车 一 言 。 在 本 贡 不 条 取 依 腿 间 节 执笔 
的 方针 。 最 初 琴 个 笔 洪 讨 衣 侈 训 的 结构 , 彬 请 就 全 体 作出 第 1 次 
原稿 , 弥 永 邱 光 整理 , 因此 关于 鲁 识 遵 滑 揭 焉 任 弥 永 不 得 不 多 担负 
些 。 时 向 不 充实 ， 鉴 玲 不 充分 ， 加 之 在 前 两 章 上 又 出 现 了 了 朋 蜡 错 
排 @。 这 回 明 显 的 遗 涯 水 世 不 免 ,希望 语 者 指正。 

受 在 整理 阶 训 , 布 咱 正己 强 普 清原 稿 着 提供 谋杀 宝 投 意见 ， 因 
了 此 得 到 改善 的 地 方 不 少 。 走 训 感 少 之 意 。 


旬 ” 釉 旧时 已 予 校正 -一 一 泽 者 尘 


加 


为 便利 仁者 ,把 各 节 之 间 的 洲 辑 关系 列 成 图 志 如 下 : 


81 Ba 
OO 
让 56 2 
i 
7 S21 
i 
1 
$19 §9 和 加 
| | i §20 ss5 by 
: 
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3 条 Buolid 空间 中 刚体 运动 一 般 由 焉 移 及 旋转 结合 而 成 ,时 
我 倍 在 几何 中 很 容易 证 明 使 空 则 中 一 点 避 不 动 的 刚体 运动 一 定 是 
一 旋转 。 因此 ( 均 以 0 点 不 动 , 斑 同 ) 天 旋转 的 王 积 及 一 旋转 的 造 
此 仍 为 旋转 , 故 所 有 旋转 成 一 群 。 下 面 研 究 此 群 的 具有 若 于 种 不 
同 榴 造 的 有 限 子 和 群 。 

全 以 日 点 为 中 心 作 一 单位 球面 全 每 一 旋转 决定 全 自生 上 的 
三 与 扣 磊 的 一 个 一 一 对 应 ， 且 决 无 两 不 同 的 旋转 决定 吕 上 档 辐 的 
对 应 ， 故 要 入 究 所 有 的 旋转 只 到 斌 究 是 上 如 此 的 邓 应 一 我们 仍 
旺 它 做 旋转 一 一 好 了 。 

屋 后 全 上 的 点 用 大 号 拉丁 字 仁 表示, 名 上 的 旋转 用 小 号 的 项 
腊 字 母 崎 示 ， 

空间 一 旋转 若非 不 动 运动 (以 了 未 示 ) 就 使 通过 点 的 某 一 直 
黎 上 每 一 硫 不 动 ,因此 全 .上 任 一 旋转 og 车 天 了 , 必 使 全 上 两 昨 径 对 
项 成 卫 ,P' 不 动 。 此 两 点 称 为 9 的 极 , 如 了 已 定 , 它 的 得 径 对 夺 点 
P' 也 趴 一 决定 。 放 人 姓 一 旋 精 如 凡 卫 为 极 , 央 栗 磊 以 P' 海航 不 可 。 

我 们 都 知道 对 一 旋转 o, 必 有 一 “旋转 角 ”p, 0 所 gv<2r) 与 
它 对 应。 和 苦 9, 了 有 机 同 的 极 , 旭 

per 二 gc 十 pr (mod 3m). (1) 

忆 上 和 督 为 旋转 的 基本 性 质 。 我 们 现在 假定 外 是 名 的 一 有 限 

子 群 , 侈 有 六 ( 汪 二 个 全 上 的 旋转, 有限 群 的 在 在 是 不 成 癌 题 的 。 


”4951 全 成 汉 大 学 雪人 5 村 代数 教学 小 粗 在 四 年 秀 柴 体 : 开 % 套 鲍 " 穆 修 于 ,用 互 . 
Zassennans 藉 Lehrbuch der Crappenthoorie 为 孝 术 ， 毫 书 八 江 过 疝 ， 蓓 证 亦 不 
详 ,教学 双方 , 均 感 困难 ,四 站 小 粗 症 手 权 据 读书 稀 构 ,三 各 主 计 人 质 笔 ,此 交 系 路 内 可 
癌 志 根据 读书 第 1 章 $6 新 理 的 。 
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我 们 想 知 道 多 用 种 不 同 的 袍 造 , 必须 先 了 解 与 它 有 关 的 几 个 基 
本 性 后 。 

球面 上 已 知 两 定点 卫 ) 是， 如 代 中 有 一 0 存在 使 cP=@， 出 

称 卫 与 电 ( 基 于 轨 ) 为 其 乾 的 。 立 到 可 以 看 到 基地 关 和 对 是 等 价 关 
系 , 故 球面 上 的 态 分 成 了 若 于 其 都 类。 我 们 如 只 考 处 所 有 久 中 旋 
转 的 极 所 成 的 有限) 集合 , 盎 它 也 因此 分 成 有 有限 个 共 旺 羔 : 

第 1, 总， "yy Px, 
徊 一 类 第 , 中 的 zp; 个 极 者 是 共 辐 的 ,有 不 同类 中 的 极 岂 不 共 乾 。 

在 人 涡 中 任职 一 覆 畦 的 极 卫 , 即 卫 必 岗 于 上 浊 某 一 类 。 说 
PEP: : 单 ， 
贡 中 回忆 在 内 共有 2 一 个 个 要 瑟 ,五 , …, 成 (其 中 有 一 个 就 是 
对) . 邻 疼 虚 亿 中 所 有 刁 卫 不 动 的 旋转 ( 即 以 三 为 极 攀 旋 坦 加 上 
了 了, 这些 旋 情形 成 一 群 g 守 55， 因为 每 一 了 (jf 一 …) 和) 与 PP 并 
岗 , 放 有 一 0;& 名 存在 ,使 
oP = (f=1, ,0), 

对 名 的 任 一 旋 震 ec, 困 5 忆 与 己 共 辆 , 故 必 对 某 一 天 全 二 下 去 全 ， 

0 了 一 已 一 cx， 
因此 orioP=1P=:P, 
序 oFioEgr 或 0E ogre, 故 所 有 全 的 元 自 gr 出 发 分 或 了 个 右 芋 
余 类 : 

B= {0, ey Tadry oog 时 。 

这 些 剩余 类 由 六 完全 决定 。gp 本 身 亦 为 剩余 类 之 一 , 每 一 剩余 类 
含有 


甬 一 CO 
万 般 六 p 


全 元 。 忆 点 称 作 名 中 的 一 个 站 回 极 , 辐 海 nw 由 育 与 Pp 决 定 , 所 以 
再 中 每 一 点 都 是 % 四 极 。 用 由 此 可 昂 若 = 及 三 人 加 极 ) 为 极 ， 开 


;1 2=1, 五 ) {2) 
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必 90"= 了 ; 因 0Egr 而 gr 工 将 岛 分 成 bp 个 右 剩余 类 , 它 的 般 (元 
数 ) 非 伍 % 不 可 。 福 意 7 必须 大 于 1, 因 若 w=1 朋 gr 一 了 P 卫 便 不 
是 极 了 。 

坑 下 是 岛 中 任 一 元 。 我 们 已 见 由 卫 得 导出 fr, 现在 则 由 zP 
导出 的 grz 是 什么 ? TP 既 与 卫 潜 天 , 故 亦 为 一 4 回 航 , 因 此 grz 的 
般 亿 是 m， 但 这 我 们 还 嫌 不 够 ,全 将 证 明 

8az 一 THUPZ 1 。 (8) 

识 02Eqzy 妇 0x7P 一 rvP, 故 TrtP 一 了 ,国之 :oTE fr, 
或 ciErgrz 所 以 grETgrr 

友之 , 识 ooEqp 序 ocP=P, 肯 roT1(zxP) =zP, 或 tar! 
Egrp 所 以 T0170r。 (0) 第 成 立 。 

用 群 玲 的 术 衣 言 ，01 一 ?707 与 0 五 为 鞭 罗 ; gr 与 fr 开 相 
非 上 焉 ,故人 助 交 意义 是 :下 共 辆 的 家 全 出 久 的 共 坦 子 群 . 

仿 研 究 名 中 旋 情 数 (六 ) 与 极 的 总 数 间 有 怎 梯 的 甘 条 ? 

任 一 使 回 概 了 不 动 的 旋 迷 有 多 个 ， 基 中 有 一 个 为 了 ， 放 
交工 的 有 % 一 二 个 , 邵 以 了 为 极 的 有 nm 一 个。 效 在 于 类 中 以 任 一 
隔 为 侦 的 族 生 (国共 有 pw 一 耻 个 ; 因为 任 一 与 P 共 政 的 极 量 
也 是 nn 筷 禾 , 而 以 为 极 的 旋转 (天 了 攻 有 Rn 一 1 个。 故 久 电极 的 
总 数 有 


SnD) 
个 ,但 加 有 若干 个 旋转 以 同一 点 汐 稚 ， 谈 极 仍 计 算 为 基干 次 ,不 
合并 。 另 一 方面 , 名 中 此 及 一 1 个 了 的 旋转 , 每 一 旋转 有 两 
极 , 浆 
2 一 二) -之 priO—1), 


两 边 忆 页 有 除 之 ,注意 信 一 pwr， 得 


斯 天 胡 限 旋 性 鹤 285 


1 /1 
2 一 元 ) 疡 (一元 让 (® 
国 站 > 工 旋 
~ 1 2 
2 > 2(1 一 wy > (5) 
及 因 mw 宇 2, 客 
~ 1 1 
1> 工 元 > 豆 ， 
已 > 总 G- 过 )> 蕊 . (©) 
向 ( 几 成 在, 因 ( 基 的 关系 ,由 (的 知 瑟 一 3 或 3。 
工 ， 营 互 王 2， 让 
2 1 1 
也 一 而 下 向， 
但 四 
dsm, 7) 


熬 非 和 一 各 =- 站 不 村。 
IT， 落 =:8, 区 


十 -一 -一 工 。 {8) 


NN nm We ha 
全 和 三 ng 人 ma 即 1mwy 宇 1mng 祈 11ns， 若 各 庆 3, 天 
lim18, 
故 (8) 式 有 沁 为 负数 ,不 可 能 ; 放 避 加 一 2, 因 之 (8) 成 为 


2 _ 1 1 _1 1 
Na 下 Ng 2 C8") 


站 ns， 基 ns, Twoa 均 二 1/4,.8') 右 通 六 为 负数 , 不 可 能 : 故 
nz， 因此 叉 可 分 万 下列 数 利 情 形 : 


a) ng 一 2， 姑 na 一 丰 ， 
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by n=ns=3, 

e) na=3, ns 一 4, 朋 六 一 

d) m=8, na=8, 六- .60， 

e) ma 一 8, ma6， 轴 (8 布 动 及 为 负数 ,又 不 可 能 。 

+ 人 分 这 在 上 列 诸 情形 下 外 的 构造 形式 。 

f. 五 - 2 904 一 ra 一 上 ( 全 二 。 

此 时 条 及 再 中 各 售 一 个 极 ， 各 与 月 已 共 埋 。 喜 区 中 所 有 旋 
加 (二 卫 有 和 相同 的 两 爬 。 规 名 中 有 最 小 正 旋转 角 的 旋转 为 er, 其 
旋转 角 为 gv (>0)， 仿 中 性 一 旋转 < 如 有 旋转 角 pv， 划 必 有 一 整 
数 吧 存在 ,使 

moo pr ml) wy,, 
但 因 po 一 一 pe Par 二 9ay 区 
Opemr TL Po, 

Vs 斌 为 最 小 正 旋转 和 角 , 夏 yomr 一 0, 即 ps 一 pom 或 + 一 0* ( 套 看 
《也 )。 故 此 时 马 为 一 六 阶 的 循环 群 ,以 如 表示 。 

由 这 一 类 旋转 群 的 分 析 可 得 下 烈 儿 条 重 避 的 粘 旱 ;: 

4” 由 也 光一 2% 国 极 ,其 当中 几 使 P 不 动 的 旋转 形 诬 的 生 gp 
(已 见 共 有 % 个 元 ) 为 一 %V 阶 循环 群 。 因 gp 本身 也 是 一 有 限 群 , 它 
必 属 上 浊 芋 形 之 一 , 但 qr 中 一 切 旋转 使 了 不 动 , 故 了 与 自身 共 
坦 , 唐 请 所 属 的 上 昧 元 类 科 | 只 有 加 二 1 个 元 故 员 一 和 二 p= 二 gp 的 
元 数 。 .上 疯 诸 款 中 只 有 了 可 能 有 这 样 的 情形 [I. a) 中 六 关 2， 因 
次 央 ms 二 1 了 ]。 

帮 95 汶 一 ?4 阶 循环 群 , 

2” 埠 og, 为 全 中 以 了 为 极 的 两 旋转 ,如 必 以 国 样 男 一 点 也" 
为 概 ; 大 称 为 了 的 葡 径 对 于 点 (几何 的 看 法 见 前 )。 

因由 oc, 7 可 生成 一 有 限 和 氟 环 焙 ， 又 必须 为 1 的 样子 ; 名,, 而 
m1 =n 卉 、Z 中 羽 有 两 极 , 故 除了 和 旬 只 有 一 个 极 了 。 


附录 有 限 施 屿 群 3237 
3 名 中 一 对 直径 对 厦 极 点 了 ,， 疡 的 回 数 租 圆 一 一 是 然 。 
4” 洪 卫 , PP'; @, 2 为 两 对 直径 对 项 袖 点 ， 且 外 中 一 t+ 鸽 
T=Q, 用 TP'=®&, 
设 多 中 旋转 5 及 卫 , 产 流 要 ;pp 以 氏 ,@ 为 极 , 则 


GT 一 位 ， 
郎 zez 开 的 寝 为 入, 上 就 由 2°, 六 以 人 多 为 籽 : 
To = 
或 fr 人) 一 T 0, 


鼓 g 及 人 太 为 樟 。 但 显然 7 六 关 PP; 履 多 一 PP 朗 7 有 = 全 。 

有 了 这 些 性 质 再 研究 I 的 情形 ,就 方便 得 守 了 。 

Ha. H=8, 入 一 fa 一 3， 和 和 《让 

囊 s 中 有 两 个 六 /2 回 极 已, 已 互 为 共 二 。 以 三 为 袖 的 旋转 必 
使 十 不 动 , 但 已 为 哈 一 与 己 共 更 的 极 ; 故 P 亦 不 动 。 郎 瑟 非 为 
刁 的 让 径 对 顶点 不 可 。 套 g=gr 一 6 因此 马 可 分 成 酚 个 右 剩 余 
类 《 因 2 一 邹 

区 = {g, 59}， 

其 中 7 疾 g, 我 们 将 取 守 不 再 更 改 。 

因 卫 , P' 为 WB 中 仅 有 的 两 共 上 二 被, 故 多 中 任 一 谢 转 或 使 已， 
卫 不 动 ， 或 使 尼 们 瑟 换 。 若 0o 锋 名， 基 避 9P=P，oP'=…P， 零 
oP= 了 ,因此 o”- 了 ( 因 s 有 和 机, 故 o 亦 使 此 两 极 不 动 , 令 闵 使 
了 不 动 ， 故 一 1， 此 一 推理 法 以 下 常用 )。7T 弃 不 属于 9g, 让 
一 了 ， 对 任 一 GE€9， 水 必 (ro)?~ 了 了 故 

Tor oo lo ly, (9) 

岛 和 由 上 及 的 成 ,8 由 工 为 一 地 53 院 循 环 妊 ，g 中 两 苑 的 

生 积 自然 很 容易 决定。 座 § 的 元 写成 gil, 09;…， 剧 79 的 元 为 


Pi TO PT™ TOsy ""', 


但 PTT—= {T0000 = To 。 


一 
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式 出 (全 式 

TPI—TITON) = (TT OI TOF 0 , 

pip; = (F0900) tro) = T0007) 0 = T0710;— or!o;. 
故 甸 中 任意 两 元 的 积 可 写 硬 0 或 pr 的 样子 。 因 此 全 的 群 豆 (全 
法 天 ) 完全 可 号 出 ,水 部 久 的 档 选 完全 决定 。 这 种 名 以 Dy 圳 示 ， 
电化 两 面体 群 ( 儿 何 意义 好 后 ,以 下 辐 )。 

JI,. HH=3, m=2, n=re=3, N=12. 

补 s 中 含有 四 个 共 井 8 回 极 4, B,C, DP。 蚀 中 任 一 旋转 将 此 
四 极点 于 措 ， 散 可 使 久 中 任 一 旋转 0 与 4 8, 2 D 所 成 的 改换 
群 各: 中 革 一 元 对 应 。 

甸 中 决 无 5 与 缉 中 如 (4BOD) 形 者 对 应 ( 印 o4=B,oB 
二 曲 ,…") , 因 否 其 9 的 极 将 为 生 回 极 了 ,但 台中 泡 这 种 极 ,， 人 中 亦 
无 与 如 过 BID (如 形 者 对 度 , 因 否 加 0 以 0Q,D 为 根 革 oo? 了 
故 0，D 将 为 2 回 极 , 帮 岛 中 旋转 的 对 应 元 在 交代 群 半 内 。 

上进 对 应 虽然 使 旋转 的 鞭 积 对 庙 汪 甘 搜 的 习 积 ,省 对 应 于 道 ， 
因 死 这 种 对 庶 实 为 一 辕 态 。 双 5 关 次 不 可 能 使 4, 了 了 , 0, 万 都 不 
劲 , 即 上 只 有 了 对 应 于 不 动 置换 ,因此 不 辐 的 施 壕 对 应 于 不 同 的 三 挤 。 

外 有 了 2 个 置换 而 全 闵 有 有 12 个 旋转 , 上 训 久 与 针 的 构造 同 。 
部 马 涯 扩 ， 世 时 鸟 称 为 四 面体 群 。 

Ll. H'-3, m=2, ms 一 和 m=4, N=24., 

考虑 知 中 的 六 个 3 回 稻 , 因 其 秀夫 恒 类 中 无 3 回 柜 ， 故 此 从 
点 为 本 村 和 刘 生 对 项 点 : 

a: 4 机 

轧 和 中 任 一 旋转 = 必 和 能 此 四 对 下 点 车 与 对 间 开 摘 ( 币 人) , 例 妇 
c 使 (85c) (四, 意 即 go6=8, ob= 6 ge 一 4; Ed 但 oA 可 能 为 
8B 亦 可 能 为 及 oD 可 能 为 也 亦 可 能 为 DD' 

介 将 证 明 若 cE€ 独 便 (@) (5) (0) (四)， 居 必 o 一 J， 因 车 x 了 
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且 使 ko) (5) (0) (四 ， 因 a 不 可 能 使 两 对 或 两 对 以 上 的 俩 点 都 不 
动 , 故 o 只 有 两 种 可 能 的 样子 : 

1 oo 鸽 (447) CBB (OO (DD) (DD), 

2) og 使 (447) (BB (00) (DD), 

车 go 为 属于 清 的 样子 , 序 了, D' 为 它 的 极 , 但 52= 了 故 卫 ， 
隔 将 为 2 回 根 , 与 所 让 相反 。 

车 oa 属于 如 的 样子 , 肥 任 取 一 了 (玉芝 区 蜀 74，74 说 为 
wD cy 好 币 其 一 对 概 , 查 

TOT1(TA) 一 下 人，TGTTITTYdD 一 4 
部 zcr 亦 为 互 换 TT4，T4A'， 同 梯 它 亦 互 措 +, zB' 每， 所 防 
Tar 与 @ 有 同样 的 性 质 ,而 ovorT! 使 时 太极 簿 不 动 ) 蒋 
gror™ =, 
或 六 一 CT。 

5 茎 为 任意 ， 邻 取 以 4 4' 为 根 的 一 旋转 T, 旭 or 将 4 4 
起 换 , 故 双 有 oror 一 了 或 v1 一 oro, 与 前 一 粘 果 和 较 , 得 * 一 z: 
或 丰 = 了 ， 因 此 AA, 本 为 2 回 航 汪 与 所 就 相 友 ， 雇 以 o 非 为 了 不 
可 。 

车 中, 5 为 多 中 两 旋转 背 使 <， 5, ce, 8 有 同样 的 膏 换 ， 因 此 
5 了 前 使 人 (8) (0) 四， 改 必 01921 一 了 ,或 01 一 a. 

于 是 总 中 任 一 旋转 必 与 4, 8, 6, 了 加 一 个 肖 换 对 弯 ， 且 不 辐 
旋转 对 应 于 不 同 车 换 ， 而 昼 与 4 此 合 有 24 个 元 。 同 了 之 再， 
必 全 全， 于 种 @ 称 为 (六 面体 或 ) 入 面体 群 。 

Ii. HBH=8, ni—2, mm—3, n=5, N--60. 

考 塌 及 中 80 个 2 回 极 ， 儿 网上 的 理由 闪 盛 十 五 对 童 奏 对 泪 
点 。 

性 2: 了 ， 三 为 其 中 一 对 ， 以 也 已 为 极 的 旋转 只 有 一 个 
克 严 必 ,当知 0 了 又 因 了,P' 共 固 , 故 必 有 一 + 存在 ,使 PP 
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因此 +P' 一 PP} 也 有 到 一 开 令 站 下 列 雍 性 质 : 

1. 名 中 使 (和 ) 不 变 《到 使 已 , 疡 不 动 或 彼此 互 换 ) 的 旋转 只 
有 rp 一 cr， 了 四 个 。 

2. 名 中 与 9 变换 可 能 的 旋 炉 亦 私 有 0, Tt Pp; 了 四 个 。 

3. 设 + 的 极为 9:@, 全 ;Pp 的 极为 了 :有 站; 则 并 中 使 (的 不 
变 或 使 (不 变 的 旋转 仍 是 此 四 个 。 因 之 尾 一 旋转 如 使 ( 芒 ，(9 的 ， 
(三 对 中 一 对 不 变 灰 必 使 其 他 两 对 不 变 。 

4. 车 此 反对 极 所 成 的 集合 是 做 p， 山 岛 中 使 "不 变 的 两 般 
旋转 必 忆 三 对 中 革 一 对 为 极 。 

识 aE 攻 使 (加 不 变 , 议 

oP 一 PP 或 aP=P, 

车 aP= 了 ,因为 以 了 为 极 的 旋转 只 有 0o, 故 w= 了 或 a=0o， 
若 xP=P', 基 ar-1PP， 同 理 议 9571 一 了 即 weT 或 az 一 弛 
即 a=o7==p。 故 1 成 立 。 

因 p 亦 将 也, P' 玉 多 , 故 亦 pa- 了, 序 

oTgT= 了 或 oT= (0 =7T lg l=7g, 
故 5 与 5 变换 可 能 , 闻 理 go, fp 此 互相 交换 可 能 。 令 着 aE 全 与 
c 迹 换 可 能 ， 即 ao==oa, 说 saP=aoP=agP, 所 以 ce 有 不 动 。 谤 
oP 为 了 或 户 , 即使 (和 ) 不 变 , 由 1.， a 只 有 这 几 种 可 能 , 故 2. 
破 江 。 

名 中 使 4 不 变 的 旋转 也 应 有 四 个 ， 且 此 四 个 为 与 唯一 变换 
可 龙 的 , 面 c，r，p 了 易 见 均 与 ? 迹 换 可 能 ,故此 四 个 也 揽 是 后 们 
不 可 。 同 理 对 p 得 是 如 此 。 政 3. 成立 。 

融 “ 为 马 中 一 两 般 旋 转 (a 关 六 时 一 六 使 (不 变 。 用 下， 
必 使 Pp, 9 "三 对 顶点 五 模 。a 决 不 可 司 毛 们 壹 换 如 《2gr)， 因 否 
则 史诗 了 帮 几 至 少 使 一 对 例如 (及 不 变 。 但 使 ( 们 不 变 的 旋 
转 由 4. 关 为 9, 起 p; 而 此 三 旋转 分 别 以 此 三 对 点 为 极 。 放生 . 
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迹 成 下 。 . 
全 中 的 0 个 2 国航 因 83. 的 系 放 ,可 以 上 述 的 方法 分 组 ,每 6 
个 一 租 共有 5 租 : 
p= {pi: Po, Piy gi: Oo BS ri Be Bi} G1, 2, 38, 4, 5) 

襄 以 P94 六 为 丢 的 2 回 极 旋 转 分 别 为 ci tpi， 

久 中 任 一 族 屿 a 必 将 整个 一 组 $: 变 成 另 一 组 pb;, 因此 每 一 a 
对 应 于 诸 pi; 并 的 一 什 换 , 郎 gr 的 一 元 。 因 由 4, aP, aP!; ol 
a aR gl 仍 为 此 十 五 对 中 基 三 对 查 径 对 硕 2 回 极点 , 匠 易 由 
Qc QT opor 分 曙 以 此 三 对 为 极 ,而 它 山 间 电 第 此 可 以 
变换 可 能 ， 用 各 不 国 井 异 于 了 故 由 性 质 3 宅 们 一 定 分 别 是 某 一 
组 gy rp pi 织 序 可 自 例 ) , 亦 即 : 

Ch = Py 

考虑 沪 中 所 有 旋转 使 3 不 变 者 , 它们 形 息 名 的 子 群 93， 将 
六 楼 gj 分 成 右 唱 余 类 ,同一 类 中 的 施 和 斩 将 pb: 变 双 同一 组 六 ， 且 所 
有 部 组 3 中 的 极点 均 互 相 共 二 , 故 对 每 一 pb; 必 有 当中 旋转 使 拉 s 
变 至 各， 所 刁 和 改 分 为 个 右 利 余 类 ; 

. = {ag1, Aad Kady Gad1y sg} (oa 一 天， 
因 儿 有 60 个 旋转 , 故 每 一 剩余 闫 , 因 之 gi 含 12 个 旋转 。 

91 为 一 12 元 的 有 限 旋 转 群 , 且 宪 不 能 为 I 或 Ti, 印 如 或 
Ds 的 样 邓 ， 因 怨 中 困 王 人 4 中 尖 地 回 极 亦 无 6 回 极 ， 故 91 必 为 
iu 的 秩 子 ,或 四 面体 群 ,部 


与 工 的 情形 相 情 ， 我 个 将 证明 区 中 芷 一 元 < 如 合作，…，(ho) 
都 不 变 , 则 必 上 ec 一 工 。 

廊 a 使 上 壕 5 租 均 不 变 ， 当然 aE 91， 故 车 wa 基 了 出 必 为 两 级 
或 二 季 的 。a 不 能 为 西 航 的, 因 若 只 = 了 ， 而 “ 使 每 一 bp 林 变 ,， 故 
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由 性 质 4, o 的 概 将 在 每 一 Pi 中, 不 可 能 。 令 设 “为 三 航 的 ， 因 若 
oa 一 二 且 因 各 中 只 有 I 个 1 等 千 8. 所 以 任 一 三 级 旋转 避 的 松 久 
霹 与 a 的 一 极 卫 共 贱 , 朗 有 一 7 存在 ,全 TP =@。 但 由 (3) 知 
ge 一 3g2r 

区 处 86 二 本 , BB 了) gp 一 {I 了, aye ， 故 BB 为 res 或 tw. 
注意 a 及 上 6 此 证 每 一 了 不 变 , 当 然 亦 使 二 ph; 不 变 , 议 

B=TaRr DT 一 =1, 攻 ， 
邵 6 未 便 每 一 pi 不 变 , 故 所 有 名 中 三 般 旋 苯 蕴 使 每 一 4 不 变 , 因 
之 所 有 三 级 旋 畦 划 在 gi 中 。 但 因 gs 兰 公有 8 个 三 胡 元 ， 而 氏 
中 已 知 有 六 ,加 一 20 个 3 回 家 ;这 征 了 矛盾 的 ,不 可 。 所 及 必 完 

二 子 , 

与 前 面 一 样 ， 由 E 吉 未果 可 扒 每 : 马 四 不 同 的 旋转 对 应 于 不 
同 的 tj} 上 的 车 换 。 

全 中 决 无 旋 坊 对 应 于 加 《Pahapepay (bi 访 如 (Pbaba) {paps) 型 
的 俊 挤 , 因 人 入 中 无 4 或 6 回 极 。 

入 市 亦 不 能 有 旋 驻 «对 应 于 如 (Chipa) (na (he (ps) 型 的 填 措 。 
国 为 如 此 :两 吧 使 每 一 本 不 动 , 故 为 革 因此 24 为 一 两 家 旋转 而 使 
?shay Pps 此 不 动 ， 按 性 盾 4.a 的 概 必 在 此 三 给 的 每 一 租 内 ， 店 可 
能 。 

所 以 臣 中 的 旋转 此 对 应 于 Ex 中 的 变 代 群 %a。 而 名 及 3 各 
为 6 个 元 , 故 

名 二 和 5。 
这 种 日 称 作 (十 二 面 或 ) 二 十 面体 烽 。 

据 上 所 述 , 有 版 这 苇 群 公 可 能 有 .上 列 各 形式 ,但 是 理 每 种 形式 
的 群 确 右 存在 , 滑 须 证 明 。 实 际 上 , 可 用 几何 方法 做 出 上 届 各 群 ， 
部 各 和 群 儿 尼 实 存在 , 故 本 闲置 获 完全 解雇 。 

首先 ,如 工 型 的 循环 群 环 非常 容易 向 戌 。 和 会 取 一 对 直径 对 从 


i 
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点 为 极 ， 作 oc 使 ps 一 2z3/NW, 旭 由 o 所 生成 的 即 为 2 
其 次 ,对 于 最 后 立 型 的 群 恰 可 分 别 作 球 的 内 接 正四 面体 、 正 及 
时 体 发 正二 十 面体 ， 而 使 此 庄 正 多 面体 不 变 的 放款 所 成 的 群 恰 分 
别 为 此 诺 群 。 每 一 情形 下 什 s 中 的 极 即 正 多 面体 的 顶点 ， 每 一 正 
多 商 体 的 每 一 面 的 中 心 形 成 对 偶 正 多 面体 的 项 点 〈 昂 图 必 。 如 以 
0 点 为 中 心 将 此 证 点 射影 到 球面 全 上 , 则 成 为 gs 中 的 极 。 如 以 O 
点 为 中 心 将 多 面体 的 企 一 棱 的 由 点 射影 到 球面 上 就 成 为 gs 中 的 
极 。 每 使 一 正 多 面体 不 变 的 改 水 使 其 对 侦 正 多 面体 不 变 。 


SS 
正 冯 面体 正义 面体 正二 -和 全 全 
(与 正四 面体 车 俩 ) { 生 正六 面体 对 仙 ) { 与 正本 二 面体 对 个) 
图 1 


加 图 2 中 ,二 十 面体 的 六 个 作 了 记号 的 楼 的 中 点 就 与 TL 中 的 
一 租 $ 粗 位 , 合 这 雯 点 不 变 的 群 为 一 四 闸 体 群 ; 且 它们 莉 基 2 回 械 ， 
故 粗 成 一 正四 面体 的 上 个 楼 的 中 点 , 亦 女 一 正式 面体 的 去 个 厦 点 。 

注意 正四 面体 仍 与 正四 而 体 对 惕 ， 与 正六 面体 对 价 的 为 正太 
面体 (下 立方体 ) 。 如 研究 俩 正六 面体 不 变 的 
旋 钵 凑 , 期 与 宅 对 惕 的 区 光正 玉 曾 体 , 故 于 
亦 可 称 为 正 芭 面体 群 。 同 更正 十 并 面 称 与 正 
二 十 曾 体 对 情 ， 故 Js 羡 可 称 为 正 十 二 面体 
群 。 


最 后 谈 到 1 的 情形 ， 例 如 疏 站 一 4， 加 图 8, 兴 八 48O 为 办 
上 未 道贺 的 内 接 正 三 角形 ,将 此 三 角形 看 成 "两 面体 ”， 4; ,0 为 


ua 
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bi 中 的 极点 ， 自 刀 作 此 二 重 面 的 稚 线 ， 将 
RN 点 与 人 480 各 边 中 点 相 联 ,延长 得 第 s 中 
疏失 当 的 三 个 极 皮 由 BC。 赤道 加 上 的 极点 
NE 都 是 2 回 委 ，P, P' 为 3 回 棚 。 每 一 放 
转 均线 人 4BC (部 正 两 面 休 ) 不 变 , 故 D。 
图 3 的 确 存在 ,并 且 不 妨 称 它 为 两 面体 若 。 一 
般 , 只 要 不 是 >4 的 偶数 ,以 癌 法 可 证 Ds 都 存在 .事实 上 , Dy 使 
赤道 图 上 一 正 入 /2 边 形 (W 一 4 时 任 一 均 径 ) 不 变 。 
至 此 我 们 对 于 3 杂 Buolid 空间 的 有 限 旋转 群 的 种 类 与 构造 
可 完 双 认识 了 , 它 或 为 由 全 上 以 一 十 为 炳 的 旋转 o(o。=37) 
所 生成 (2 ,或 它 的 旋转 使 一 大 凋 的 内 接 正 人 边 形 (N=4 时 为 
一 直径 ) 不 变 (D,)， 或 使 一 内 楼 正 多 面体 不 变 ; 再 不 熟 就 只 合 有 不 
动 施 转 工 
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